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PREMIERE PARTIE. 



Gi02AitiR.IE SUBttl^E, ou GÉÛMBT».îfi 
Z>£S COVRBES, 

JLi A Gèomctrie Sublime forrtie une fciènce auffî 
vafte qu'intérellante. Les Courbes les plus célèbres , 
& les plus utiles dans les fcienccs PhyfîcoMaché- 
manques, font celles quon appelle Scellons Co^ 
niques , & fur lefquelles les anciens Géomètres ont 
beaucoup travaillé* Nous commencerons par déve- 
lopper leurs propriétés les plus eflèntielles , nous 
réfervant de parler dans la iuite des Courbes géo- 
métriques d'un ordre plus élevé; de celles qu'on 
nomme tranfcendantcs j & des Courbes à double. 
€ourburc. 
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1 CovKS DB Mathématiques. 

* ■ « M I.. .1 I I I 

DES SECTIONS CONIQUES. 

DéFtKITIOVS,' 

I. JN o u s appellerons Serions Coniques Us 
Courbes qnon peut former fur la fur face à* un cône , 
en coupant ce cône par des plans. Nous allons coniî<* 
dérer ces lignes fur un plan \ nous ferons voir 
enfuite qu'eÛes font les mêmes qu'on trouve dans 
le cône. 

La Parabole (figure i« ) ^ ^^^ Courbe , donf 
chaque point m eft également éloigné d'un point 
fixe F quon appelle Foyer, & d^une ligne J d auffl 
fixe quon appelle la Diredrice. La ligne AF per- 
pendiculaire à la Direârice &: qui paflc par le 
Foyer F , s'appelle M Axe de la Parabole. Une ligne 
dm parallèle à TAxe s^appelle un Diamètre. On 
nomme Tangente une UgOQ tm qui touche la pa- 
rabole fans la couper. Une ligne P/tj perpendicu- 
laire à Taxe & terminée à la parabole fe nomme 
Ordonnée. La partie AP de l'axe, compçife entre 
Tordonnée & \t point A où Taxe rencontré la pa- 
rabole, s'appelle Ahfciffe ou Coupée. La ligne mQ, 
perpendiculaire à la tangente au point m Se termi- 
née à l'axe , s'appelle la Normale ou k Perpendi- 
culaire. La partie PC de Taxe, comprife entre l'or- 
donnée & la normale , s'appelle la Sous-Normale. 
La SouS'Tangente eft la partie ' Pr dfc l'axe , com- 
prife entre l'dtdonnée & la rencontre de là tan- 
gente^ La ligne no parallèle à la tangente mt y Se 
terminée en o far ïe diamette md^ eft dite Or^^ 
donnée ou Appliquée à ce diamètre. Une ligne qoa* 
druple de la diftance du point A ou m (origine 
^ l'axe ou du diamètre) a la diredrice /</, s'ap- 
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: \l^ù't^to^i^§^ CôNiQUis; 



on:ii0tnine i&«<^M fWêiîr^iiii^h%nt Fm ntjée dtt 
foyer à la courbe. ; .r , 

!• CokoitAtRi. Pûififuc €fia^e point dz la 
fcttjxh^c ep^ égakméHt tfgiignd du point ¥ & de là 
DinBrïct^ Ton a AF i=? kf.h^ pomt A cfr ap-^ 
pUé le Sommer de Uk f^r^hcÀt. ^ 

3. THÉOKfrMB* Xtf ^pMffé d'une' crdùrthé^ qatt^ 
eenqu Vm éft cg^i ak ^pt^kïtdefént^ifii^ A^ 
gar Je pwramenre,. S<|gr Pfe-k* j^ / A P r- x , A/±a* 
A F î=ui i^ le paramétré' Ci,) fera == 4^' , bit/i*ottif 
abrëg«t^> s»/. Ia ligne F P = ,AP -— FA fcGE =a 
X'-tf. Coùpofé^i lè xÀUK^ ieâàngl6'F;inP donné 
Fiw* = p^^ -+- F"P* , ou alg^feriquémeirit { en fai* 
(imt attention que ï^ tiz md^i=z AP ^r* Kft^ x 

•+- 1 tf * — û* = J^ax = px ; donc y^ :zz px ^ 
ce qu'il feltek démontrer» Telle eft l'équation it 
la parabole*. 

4. CoROLiAiRB r^ Donc les quarréi des itux 
ordonnées y y y* font tntr*eux comme Icuri ahf^ 
eiffes x , x\ Car par le théorème y^ ^'px ^ Si 
par la mime raifon y* = /? 31/ ; donc j^^ .* y'* Il 
px :px'ii X : x\ 

5. CoKOLUkiRE IL Paifqae y^ ts^ px ; donc 

p : y V. y : X ^ céft'^i-^din qtiC l* ordonnée efi 

moyenne proportionnelle entre le parumetrc & 

fahfciffe. 

& Conçu Ains III. Tuifque y^ 2=: px i on & 
— ■ • < '• ^ . 

* Si le foint P étoic ficaé ati -* iéttvis ia polot 1 . Ii^ 
Kgiie FP f4K>k =*= rf — *; or r^* = T^* /,i«iift 
réquatio& feroit la* nréiBc. 

A .1 



Digitized 



byGoc|gle 



^ " Cours de MAXH&MATitîtJSs. 

y ^='-^r,^px ; ^tic,à chaque abfcille tépomSént 
deux orfionaéescgales-y ru&e pofidve Pm , raacre 
négative P M. 

7* Cpju>f LAiRH IV. IlfuU du dtrnicr Corollaire 
me. X augmentant ^ y ^augmente ; donc les branches 
de la parabole s'crendenr à jl^infini , en s'écartanc 
toujours de l'axe. Siircmfuppofe x négative , ce&^ 
i^dire ,.£ l'on prend^dç^^d^^idès aa-nlâSus de a-int 
le prokm^ment de l^aoïç , ^Ues amont le li^ie^-^ 
( écaJit pç^ Àms^ ifn-ie^kioppofé aux pofiçives ),^ 
&. ton. aura y\ = «rf. !*\ >S J'. =-*-^ / x ,i donc 
> 5s 3+2 i^ — p* 9 -quantité Imagin^aire gui fait 
voir aueJa|>arabole n a. point de brandîmes du côté 
des abfcillês négatives. 

8. Corollaire V. Si ton fait x rz a^ en aura 
y'^sipazzL^aXa =4^*, 8c y = i/'^a^ =z la 

_ X - donc l'ordonnée qui pajferoit par le foyer de 

ta parabole feroit la moitié du paramètre \ & la 
double ordonnée feroit égale au paramètre entier. 

j. Problème. Par un point; donné m fur la pa-^ 
rabole, mener une tangente à cette courbe. Du point 
donné ayant tiré le rayon yefteur m F, 5c la per- 
pendiculaire md i h direârice , joignez les deux 
points d Se V par la ligne F^^. Menant m r par le 
point m Scie point i milieu de ^d ^ le problème 
fera réfolu. En effet m t coupant en deux parties 
égales la bafe rf F du triangle ifocelle d mlE y Se 
pafTant par le fommet de l'angle m , èft néceflaire- 
ment perpendiculaire^ ^F ; * mais de plus elle a un 
P" ' ' ^ , . ' ■ ' 

* Car cette ligne a deux poin» paiement Soignés de d 
& de F i donc fcloa ce que nous avons dit dans la G^o« 
mctrie > elle eft perpendiculaire fur d F. 
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pômr«n également tttotg^ dtV -St^*^'^ thrU 
iou&zfes. sMittes )po4p(^ '^ ^c également l^oîgrici 
de F & de ^ ; mais fi Ton tire^ïes-iig|ilè$ yi -^ 
perpefidiculairemonr fiitv(4 diieâHce » 'eri %urâ la 
pésrpéadicôlakei^^^ t»iu^"fi^ta ^e ToMiimè^y^ 
donc vies points q fbnc'plos' piis^^ de 'lij<nreâi*icê 
cpiejdé^ foyer j ' domriilff^tf^pparcienneRe^ pas^-i la 
f3arjjMecv q^ n.^ d'aucv» j^kit èohimiih avec trH 
^uel^ (eulopcHnt ^'/ dc3»iie:ce3ere ligrie^ft'tahgente: 
. vïOi-^COKOliL AIRE ï: Piâjifuê^ m t dfifyc' cti deux 
ég^mentia bafc dlË du* hrbingk iféeèUt-dm F ; 
cctficxdiguéj divifird auffi ^4A idiu^ parties égales 
l* angle dmS , de manière 'que Ton-^ura ¥ m t::^ 
dTmt;=s:mtV ( parce Iq[u#''c«&-Seta dernier^' angles 
font alternes internes entre lôsparallelqymp.rF)^ 
donc I^ le triangle cFm eft îTocelle ," & f? r = 
F /3q y^E^oric' %®. l'angle. ojttT-=. i/^W ^ ^iênàp^ofé 
au fcramet) == F/wr; donc fi dans la';ç6>icayicé 
d*ah corps forme par la révolution d'une* para- 
bole a'utptit de fon aie , on reçoit des fayons de 
lunùere pacaU^l©* à 1*^^ > c^s rayons fe réjHéchi- 
ront tous 'au foyer , &r ïéciproqafcment s'ils partent 
du foyet ils' fe réfléchiront parallèlement à Taye , 
«n faifaiit l'angle <iè téflèxiori égal i celui d'inci- 
dence *• 

II. CoRoiLAiRB X. Puifque nous venons de 
▼oir que te triangle r F /n eft ilocelle , la pefpfen- 
dîeulairâ Fi divife en deux également la bafé em 



' ^yanglcqttc le rayon' F m fait avec la tangente cil com- 
plçmenc de l'anglç C m F ; or l'angle oue la tangente m t 
fait avec la courbe , eft évidemment iniSTniment petit 5 donc 
l'angle que fait Tm avec (a courbe cH le même que celui 
^u*i^ fait avec la tangente m ^ 

A f 
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ài foyer fur la taf^emu^ de ta fca(aà&ù ^ bBLid'm^ 
tn partiç^ 4(gfiies* ' r / '•....» 

14,^ THRORiiéii ]L(^,J^utfnormalt PC ffi^égah 
à 1(1 moiiié du j^r^mcêr^^ l^ -miàx^t:d,sV ^ 
i^l?Ç, qpc l^.aifg^s fn F. kc G iég«ax r car lei 
iigiies ^C ^ F*/ p<^pin»dk»Iair«>far rm fiabtsié^ 
œÇairiemeiic pac%ll9i^^ ^6 les ing^i^ cofte%>ir« 
d^cs ip â; F ibnt ^ni» v ^'^îJ>l)eurs (es imgles ^ 
^/Cwt droits j^ & kis côtés Pow ygf^ içarac "à 
canfe flu ceâangle <//P m { donc ces /.tnatiglies 
pnt un çpt^é 6^4 de parc 8c d'autre ^ & deoxat^es 
^^r.ce coté égau^ ^ ainâ iU font ^auxVen tout^ 
comme on Ta dn daie^U Géométrie ; donc/j^ ?3 

PC ; or /F =; i a sr ^^i donc , &c;; ' ^ 

COKOI.T.4IKJ. Donc îi^»^:i=. IsS- 4^ 
{ptoprèéeé au triangle teftasigle ) » ou vîc*. 5= JK* 

jp^-L. S5^a(? H-— ï Àamfede/ïx»>'* (j)} 

* • ^ " ' ■ l 

ioiu la normale i»C «: ^/(p ^ -+-*•- )# 

• CôROWAïai n, X)ow AC 55 AP H- PC s:; 

r . . • ' 

l i ^ THBpii|]«B, ia/cHS-Htogeme Paejl iwbk dw 
tatfciffi AP I cé^Jf-À-direlaJims^tangeHit^t^Zic^ 
Car par U propriété du triangle reûangle Cmt on 

ii(Géom.5j) PC : ^mi: Pm:Pr, ou-^ = 
%it :yv.y : P^i doncPf »^ç;^ «:^^-^ 

Conoi.X'AJRB L Donc le mangle mVt eftégal 
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S£CTIONS CONIQVIS^ 



au parallélogramme mP AN ; caf le iriangle ^ 
le parailélogramme ont même bafe mP ^ mais 4e 
plus la hauteur du triangle eft double de celle 
du parallélogramme. Ces deux figures font donc 
égales. 

ConoLtAiRE IL Pour mener une tangente 
par un point m de la parabole , ayant abaiué 
rordonnée m P , on fera Ar s Â P > fe par le 
point r & le poiiic m menant tm » on aura la 
lungente demandée , puif(|ue U {bus-tangente fera 

ss lAP =: XX. 

^ ConoiLAiRB IIL Donc f m* =5 mP^ -H r P^ 
== y^ ^ 4^^ = p ;c •+• + ^* ; dWG la tangcnit 
T = |/ f% ■+■ 4 ««• 

I4« Theokbms. I^ quarté de la perpendiculaire 
Fi menée du foyer fur la tangente mt^ efl ég^le 
au produit du, rayon veQeur fpi par le quan du 

jfarametre. Car par le Commet A mena^it la p^r* 
pendiculaire A i fur l'axe » Içs ctiangles femblaoles 
tKi ^ tmP » donnent x A ; rP :: ri ; r/n^ or 
r A eft la moitié de P r ( < 3 } > ^^^^ ^ i eft la 
moitié i^ t m ; mais la perpendiculaire F d ren« 
contre aufli t m en i , puifque » à caufe àt Tangte t = 
dmt { fon alterne interne) = r;«F (lo.) , F</ divife 
en parties égales la bafe du triangle ifoeeUe t'Snt. 
Donc i A eft une perpendic^ulaire abaiffée du fom- 
met i de l'angié droit du triat^le r^âangle Fit fur 
Thypothénufe Fr ; donc(Géom. 5 5) Fr ; Fi : : Fi.* 
FA ; donc Fr xFAeFi*; orFr = F/w (io)i 
do^c Fm X F A = FT; <1oik, &c, 

CoaoïLAiRE, Donc appelknt r le rayon vec- 
teur , t la perpendiculaire i la ratante , on aura 
ra =3 ^ ; donc pour un autre point différent 
et m, on aura r' a =s T*} donc ra : r*a :: r*> 

A 4 
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8 Cours pe Mâthbmatiques. 

T' , ou r" : T* : : r : r' ; donc r : T : : V"^ : 
|/7\ C^cjl-'à-dire que les perpendiculaires menées 
du foyer Jur les tangentes de la parabole font 
proportionnelles aux racines des rayons veàeurs 
eorrefpondants. Cette propgfition eft utile dairs 
rAftronomie. 

15. Theqrçme. Le rayon vecieur r rz x •+- — • 

car nous avons démontré (10 ) que F/« = V t; 
mais F/ = Ar-+-AF = *-+* a (puifque t? = 
1.AP) i donc &ç, , 

kT. TfîioREMÇ. * Le paramètre P d'un diamètre 

* queiconque md efl plus grand que le paramctre p 

de l'axe du quadruple de l*abfcijje. Car P = 4;»rf 

's= 4p^j or Pjï= AP -+- A/= X ^ a; donc 

' Ç n 4Ar -H 4 tf == 4> -H /?. , 

Corollaire I, Donc le paramètre dé taxe tfl 
' lé' plus petit^dé tous les paramètres. 

Corollaire lï; -Donc le paramètre P d'un dia-^ 
ynetre ejl une ligne troifteme proportionnelle à rabf* 
ciffe & à la tangente^ qui repondent à l'vrigine m 

du diamètre : car cette taiigente eft = \/p x H- 4 ï* 

( M-h or ¥ • 1/7^^+r^^ :: |/7i-h4x*: 

.px -4- 4.X^ • • ^ n 

< H— .3 = /7 -f^ 4>? =;: P, 

Le MME. X« triangle lob ( fig. 1. ) fait par 
une ordonnée au diamètre mo ^ la partie Ib de 

' r ordonnée à taXe'^ comprife tntre la parabole & 
le diajnetre :^ & la partie bo du diamètre j com--- 
prîfe entre la rencontre de fon' ordonnée & de l'or^ 

' donnée à Case ^ efi égal au parallélogramme motu 
formé par l*axe y U diamètre ^ la tangente & Vor-^ 
donn^K m diamètre (fig, % ). Car mV' .'Tj* : : AP > 
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kq :: AP X P/w : kq X Vm :: Vmnk-^. 
qbnAy mais les triangles iwPr j Juq femblâr 
blés , parce qu'ils ont leurs côtés parallèles , fôm 
entre eux comme les quarrés de leurs cotés ho» 
mologues, ou comme otT* • -rj^' ;• donc 'm P r ; 
7ça : : PmnA : qb-nk , ou {alternando) m9e^: 
-m^nk :: luq : hqnk ; -c* /nPr*±: 9mnk 
(xj); donc Iqu zzz qbnk,* Si de-ce^ détik 
dernières figures' • on retranché' le Trapèze com^ 
mun bôuq j il reftera iob =c *«?è ri A ' ^ ttontfi^ 
•en ajoutant le triangle kit Se cetratlchant mt'n 
= Air ( puifque Ar œ k^'j±:^[mn ^ que 1^^ 
•angles en n & A fonç droits;, & les angles 'en i 
'égaux, étant oppofésau fommee*'^^ minière que ùSs 
triangles ont un côté, égal, & lesatiglçs fûrife 
côté égaux de part & d'autl*e^, tt-<jtu tes teiid 
égaux en tout)*, donc , &c. • -*> 

17. Theorêmb. £tf quari^^ d^-ukè ôriôânéé^'Ih 
z=.y y à un diamètre mbj efi égal dtf prbduu^iic 
l'abfcijfemà {x') par le patafnetre P de ce -dia- 
mètre. Les triangles Ibû j "tw I^-r-ïemfbbbles ^(^ 
caufe qu'ils ont leurs côtés parallèle^ .) *; îîoifinéiit 
To^ : Tm :: leb : mVt :: omea,: W/z'AI? 
( Lemme précédent. ) ^ or fes ^îir&Héfégrammîs 
omtuj mnkP étant compris "entré' mctnesi p.a- 
•ralleles no ^ iu':, ont même hauteut.&'fatlc eni*e 
eux comme leurs Bafes ; tatz; om'èc AP j-donc 
J7' ; THi^ :: ni'b\: APV ou- y .V x'\:px 4- 
4. AT» : X [tn àltèrnafîtf & fiibifitCiant le^* valeuirs 

algébriques ) i^c>* 2= -^ X; if ijLiJLÎî';± ir'x 

p"H^4x == w(r à c^uft de; /f>F.4i: r?: P (\6.^. 
■ CoROUAzu li Donc pour une autre- ordonnée Y 
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m Mi ii^— w»*i— " 1 1 I < Il n i j ii i 1 nj I ■ ^ I 

i&fonai/cijfc»"^ mûura Y^s:i?x"i donc y*: 
Y' :: Pf: Px'':: x' : x'^• c'cji^dire, que 
les qHorrés des ordonnées à un diamttre font entre 
4HX comme. les abfciffes corref pondantes. 
- Corollaire 11. De ce^que ^'^ = P x' j ilfuit : 
v^. qu'on a y zz-^ y/px ; c'eM-dite , qu'à cha^ 
qujS abrcUfe x* il répond deux ordoiuiées égales » 

)*ime ^ciye ^l j l'autre négative o/ z^. Que 

J^é(|uatioQ auac diaoïetres eft k naème qi^ Téqua- 
^(m à l'ax^ } nuis les ordonnées aux diamètres 

ciçur font oblique^ , tandis quie les ordonnées i 
l'axe lui /ont pecpendicu^laires. 

:l9. Pro^lI^i^ D^efke une parahole. De Téqua^- 
non px =y* ^ cm tire 9t : ;/ l\ y : p. Ainfi cher-' 
chafit une moyenne propottiontielle y entre chaque 

; abici0$ A P & le p^ametre p que je fuppofe connu,^ 
on élèvera cette moyenne proporcionnelle P m peç* 

.pendiculairemenr à l'axe au point P , on proion'- 

.géra chaque m P juîqu'à ce que P m' = Pm ^ Se, 
Fanant pafTer une courbe par ];ous les points m^ mf^ 

:on aura la parabole cherchée : car on aura tou^ 
jours x : y ly y •• p ^ Se y* =i px j équation 

fi la p^rabole^On peut prendre j) arbitrairement j» 

.par exemple y, d'un poUte y d'un pied > 6c<u 

Autre manière par un mouvement cont'mu* En 

-fe fervant dune équerre f/d ou xdh ( fig# J. ) • 
on attache fur un point quelconque x d'une des 
branches de cette équerre i extrémité d^un fil d'une 
longueur égale i x d ^ Se ayant attaché l'autre 
extrémité en /., on applique par le moyen d'un 

^ ftilet./n une partie du ni contr^^ ^ Se tenant le 
fil tendu 9 on fait gliilèr l'autre j|^V^e àe Téquerre 
le long de la dire^rice fd » leW^ m trace dai|« 
ce mouvement la parabole 4im'yj^u on ft lou^ 
jours //72 = mi. 
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j 1 9. Problème. Étauf donnée une pur^tkQU «mj 
trouver le parximetrt. p* Gh#r<:he^ ,ti»e" tcoifieniq 
proportionnelle à une aÙciffe ap , &.4i fon toîon^ 
née 9f ^ vous aurez le patam^re i^rohi: } vcat 
rcquation jy* = xjf 4W)W 9 - y II y : p* 

Autre manière : ayant ciré la corde a ^ 1 menés 

par rextrémicé 9 de cecce cc^de la perpendiculaire 

f c ^ la ligne p c fera le paramètre demandé ; orii 

par la propriété du tnanglç r^^^ngle o^^x^^ Too 

a /^tf : jf : : ^ •• pc yOVk9ç ^ y ily :p ^ d'où 

l'on tire j<* =^^Py équation à la parabole» 

^ iô. B&OFLÊKE, Trouver téquùtiùn de îa pata-i' 

hole par rapport à la convexité ^^m Mkt'tvemen^ 

à une tangente An perpendUuhiire à Taxe am 

goint A (%>.)• Soit A/i :± x^ nm st/. Pai 

la propriété de la parole Tm^ * ITk^ =^ pn 

AP =5 /^ * ^^ , <Ja A?* » p^yi Aiiàû dsuis Téqua- 

ûon i Taxe il iii^' 4e daai^er jr «a x , & i»ici^ 

proquemenc pour avoir réquatton de ia. parabole 

par rapport à £1 convexké. 

. ii« Pnoirubii. Q^arrcr là dimi^aràMe,4tci 

(fig; 4; )• Par le potm c » tires h tangcoEte et ^ Qf 

inenanc les lignes pc ^ fd très^ proches l^tme ds 

Taucre & parallèles à l^e , menez par les poinei 

r 8c < ïm ligMs tèi ^ mrn perpendicokices sa 

mîme axe » confidérant la pomon r c de la^courb^ 

comme une parne infiniment petite de la tangente , 

les triangles femblables rcd^ cbt donnent bt : 

h€ : \l rd : de ; maie àt iA %ai se xfd y 8c 

pd=mb i donc %fd :ic i\ mh : dCy 8c xfit 

X de szbcx mb ; donc fe reâangle vaiscA eft 

double du reâangle excériettr pfdc ; donc chaque 

élément de lefpace intérieur eft double de ion 

Cément corrcf^ndtti èxn& 4Vpace extérieur f 
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donc l'efpace parabolique -i c * eft double de TeC- 
pûce- e^ftéiieuT apc :' mais ces deux efpaces prié 
enféiïibte îfoftt'^g^^uic au parallélogramme 'af^c'bé 
Donc -l'erpace parabolique àeb-fA les deux' ttçri 
du paràU'éldgràftime Gortefpôudarit , &'i%fpacè 
extérieur pac eh éft' le tiers,' ' - " . 

^.-FïEMARqVE Î.-Noui: avons fuppdfé'qiîe Télé'nienif 
ée i'efpace 'baraboliqiue étoic-'egal au reâraftglè 
«2^/2 £-'3^tïirtoi$ 'qu'il eft. plrùs petic-^e la quanritfi 
ÙrcjL ^^'ais' cbhi{îiê nr &• cn\ font cfes infiniment 

peîi^t^ , lê^wi?./ '*.'' P^^'î^i^ ^^ ' r^A.?k .6 î« > 
feiKT un'-inftnimenr pe«tdu'YeiK)ncl*ordte; qiFoti 
»cglige d^^affr-'lMhmiiment petit d'u-préinier ofdrtt 
m i. rc i>ar la même râifon hôus(aVpns pri'^ py^ti 
pour l!éf«nient- de l'efpacè extéfïeiCti* ■''/-': ' 

- REMARijuBillADans »iftes- les Courbes > dbnit 
là Ibus-çangénter auca un kappoirl icJottfranc avec 
l*abfci(I^ >.bn pourra de n\hatt9 tt^uver le rapport) 
de chaque élément bmr dy c&sci Mn c de IJefpac^ 
întcri^ur àxliaiqué éiSmenc-dbrrefpondaht^deifcef- 
pàcf extérieuïijT & par tonféqitent trouver' le fàp-i 
port de l'efpace intérieur à l^extérieur ; donc ci» 
pourra qaaicer ^toutes Je«: -Courbés qui font, àjaim 
ce cas.'Pac qaarrer , nous entendons ici trouver la 
furface, \ 

Du Cercle de ri^lilpfe &d< l'Hyperbole: 

il. Problème. Dans un cercl© dont, le dia- 
mètre cib:=:.ia (fig. 5/.) , le quarré y* d'une 
ordonnée quelconque pm ztt égal au reékangle des 
abfciffçs û/î ( AT ) , pb i^a^x) : car ^Géom. jj.) 
ap : pm \l pm : pb j ou x : y ::y : la —xi 
donc y* a xax ^ k^. Telle eft l'équation dft 
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■cercle , en comptant les abfcifles depuis l'origine a 
du diamètre \ mais fi Ion compte les abfcifles de- . 
puis le ctntre c , en faifant cp = x ^ on aura 
ap == ac — tp'zr: a --, x j hpz=, bc -4- cp z::,a 
I-+- X ; donc a-p X'pi ^ J^* = a* — j:* j autre 
équation au cercle. 

CoRoitAiRE I. Doncj = -+" j/ tf^ 1, jg^ ; c^fi» 
à- dire à chaque abfcijje cp ré pondent deux or^ 
données égales^ furie pojîdve pm^ Vautre négor 
eive pm\ \ ' 

Corollaire 11; 'Si Von fait cp :=: ca ou cb^ 
en, aura J' = + \/^'^aa = :£i j/^^ "+" o j 
&JiVonfuppofe x ou'^x ( car le quatre de x ou 
de — X eft toujours le même) plus grande que a j par 
exemple , = /t -+• d ^ Von aura ^* zr a* — a:* = a* 
•— û* — lad-^ dd zz ^ lad ^ d^ ; doncy fera 
alors = :+: \/— i ad — iS quantité imaginaire ^ui 
-fait voir que le cercle eft terminé en a & en i^ 
extrémités du diamètre , ce qu'on fait d 'ailleurs. 

Corollaire m. Puifque J^ = + ï/ tf* ^^x^ > 

fi y en fuppofani le diamètre = z , par exemple , & 

le rayon =1,0/2 prend fuccejfivement plujieur^ 

abfcijfes Cpzzo , jiï , 7^ , &c. <& que pour chaque 

abjcijfe on calcule la valeur correfpondante de y y 

en faifant pm y p m[ ^ &c. égales aux valeurs 

trouvées ; quonfaffe la même chofe du côté de èj 

& quon fajfe paffer une tourbe par tous les points 

m j m' j on aura un cercle d'autant plus exaS 

qu'on aura pris les ordonnées plus près les unes 

des autres , & qu'on aura calculé leurs valeurs avec 

plus d'exactitude : or Ion peut trouver ces valeurs 

auflî approchées que Ton voudra, par le moyeu 

des décimales. 

Xj, DfiPiKiTxoKs. UEUipfe efi une courbe 
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A m km' (fig. tf. ) telle que la fomme des lignes 
mf y m F tirées de chacun de fes points à deux 
points fixes fjT quon appelle Foyers ^ e/H tou^ 
jours égale à fon grand axe a A. V Hyperbole efi 
une courbe am [ ng. 7. ) , telle que la différence 
des lignes mfj mV tirées de chacun dejes peints 
m aux points fixes f j V qu'on appelle Foyers , e/i 
égale à fon premier axe a A. Dans rEilipfe on 
appelle fécond axe ou petit axe la ligne i B qiM 
coupé en deux parties égales & perpeudiculakâ^ 
ment le grand axe tf A : on appelle excentrUité 
dans rEilipfe& rHyperbolé ladiftance C/=:C F du 
milieu du premier axe A a ( ce milieu eft le centre 
de la courbe ) , a chaque foyer. Mais dans THypec- 
bole le fécond axe ^B eft le double de C^ , cote 
d*un triangle re&angle , dont rhypothénufe ab 
:=: C/^ & Tautre côte C a eft la moitié du premier 
axe ak. Les lignes ^m^ mp tirées de chacun 
des points m de TEllipfevou de l'Hyperbole per;- 
pendiculairement fur le premier ou le fécond axe, 
lont les ordonnées de ces axes y les parties ào 
Tate a P ^ A P (ont les abfcifTes du premier axâ^ 
On appelle paramètre d'un axe; une troifieme pro- 
portionnelle à cet axe & à l'autre axe* Nous ferons 
dans la fuite le premier demi-axe a C d une EL- 
lipfe ou d une Hyperbole =: tf ^ le petit demi- , 
ate r=^ j Texcentricité G f == c i l'oxdoimée P/» =;:yj 
rabfcifle ^ P =r at ; ainu P A = za — x dans TEl- 
lipfe , mais PA = 2 ii H- x dans l'Hyperbole. Donc 
le produit des abfciflTes eft = 2 jat—at* dans l'EUipfe , 
& = 2 tf jf -+- ** dans THyperbole. Mais en comp- 
tant les abfcifles depuis le centre G ^ & faifant G P 
:^ArjOnaP^ = a — Afj &PA=:fl-+-Jf dan^ 
l'EUipfe y au contraire dans l'Hyperbole ^ a^ 
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6= X — a y Se PA=s/r-+-tf; donc fc produit dei 
abfcifles fera dans ce cas ua^xx pour l*Ellipf« 
& AT» — il* pour THyperboIe, 

Z4. Théokême. Dans tEllipfc (fig. g.) U 
quarré du petit dcmi-axc cft moyen proportionnel 
entre les diflances d*un des foyers f ou Y aux 
extrémités a & K du grand axe. Car af zz aC 
— fC=^a^Cj&:Af=fC^CA, = a^c; 
or le triangle reûangle B/C donne BG* = ¥/* — 
ç7" ; maisB/=BF,carIes trianglesBC/^ BCF 
ont les deux côtés qui comprennent l'angle droit 
égaux , ce qui (Gcom. 50,) les rend égaux j donc 
B/= BF, mais (15-) B/ -+. BF = la} 
donc B/= a & bJ* = ^* i <lohc Tcquation BC* 
= B/' •— c7* devient 3^ = û* — c* =: TIHc K. 
iT+TJ = tf / X /A } donc tf — c ♦• * : : i ; ^•4-Cè 

25. THBOKéici. Xiz /rze/7ze chofe a lieu dans 
V Hyperbole ( fig. 7. ) ; car le triangle rcÛangle 
BÔC donne BC* = "7b*— Crf*; or ( a j. ) aB=s 
C/=cr; donc i»^ = c* — a* = ir — tf X ^4-4^ 
donc c — a : b l\ b : c '^ a. 

x6. Théorème, Dans l'Eltipfe le quarré d* une 
ordonnée quelconque au premier dxe i&g.ô^) » ejl 
au produit de /es abfcijfes comme le quarré du petit 
demi-axe au quarré du demi grand axe. Puifquc 
mf^j^ /nF = la ( 15*) > appellant xd h. dif- 
férence de /H F à m/ j on aura le plus petit rayon 
veCkeur fm zsi a-^ d ^ mais le plus grand rayon 
vedeur lEm fera = ^ -4-^ ; * donc 7»* = «* — 

* Car nous ayons démontré ( voyez les Équations ) 
4ans le calcul » que Ja fomme de deux quantités étant don«. 
ace , la plus grande <& égale à la moitié de la fomm« 
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— — * 
iad'+'d y Se Fm = a*-+- xad -+> d^ : mais 

jrp = C/- CP == c-^x^ * Se FP^c-t-x en 
comptant les àbfcifTes du centre C. Or les trian- 
gles rectangles /nP/, mPF donnent/^"* = ^> . 

-4- /T » ^ ^ ^* H- ^* > donc on auta lés 

équations 

a^^ lad -+- d^ =:^*-4- c* — . ic^*4« x* 
a^'^zad '^d^ =^*^- c*-+-2i;;i: -f- a:* 

retranchant la ptemiere de la féconde , Ton trouve 
^ad^^^cx j d'oii l'on tire rf=i''^«=L5& 

d^ = — --. Subftituant ces valeurs de rf & de d* 

Or 

dans la première équation ^ il viendra a* — z c at 

H- -^- 3C: j'» 4- c* — 1 c * -4- a:». Effaçant de parc 

& d'autre la quantité -^xcx Se tranfpofant, on 

aura a» -- c» - a:* H — = y % & en ôtant la frac- 

tion , ^HT* X a* — a} X x^ -J^ c». X x* = ^*>* .• 
faifant attention que û* — c* = ^* (14. ) ^^ & que par 
conféquent — ^* ;c* .4- ^* X at^ = -^ ^* X jp% on verra 
facilement que notre équation devient b^ x à^ — x» 
X A* = a» j>S ou /^^ X ;^ — "7^ = à'y^ , d'où l'on 
tire y^ : a" -^ x^ 11 b"- : a\ Ce qu'il falloir dé- 
montrer. 

fomme , plus la moitié de la différence , la pluis petite étanc 
égale à la moitié de la fommc moins la moitié de \% 
différence. 

* Si le point P étoit plus éloigné du centre que le f oint/. 
Ton auroft /P =: ar-— c ; mais Técjuation Icroit toujourt 
la même , parce que ^ -T^^ ;=: J^ZT}^, 

ÔC 
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17, TnioRfiMS. La même chofc a lieu dans 
r Hyperbole (fig. 7,) '• car puifque ( i).) F/w — 
fm =: X tf , en appeilant 1 q la fomme fm -4- F /Wj 
on aura le plus petit rayon vedeur fm :siq ^ a y 
^ Y m tu q^ a ; mais les triangles reâangles 
fmPt F/72P donnent Jm ss Fm -4-/P ,7m =s 
FP* •+• Fm , d'où Ton tire les deux éqtiaçoiis 
fuivantes : 

ç* — laq '+' à^ =y ^ c* — 1 c jc -+- JP* 
q*^^aq -+- ^ * =3 y* -+- c* -+-i iC^lf -4- i*» 

Retranchant la première de la féconde , le premier 
membre du premier membre , le fécond du fécond » 

il vient 4^79 rr 4CX , d*où Ton tire j s= 4-f^ 
a= — 3 & 9* == — ~« Subftituant ces valeun de û 

& de q^ dans la première équation , on a — ^ — icx 

-i- a* =^* -H ^* — i ^Jf -+- **. Effaçant — • i c.r 

de part & d'autre & tranfpofant, ^—^x^^^-a* 

— 'C*_^ J^3 &en étant la fraûion > c* x >«:* — tf* X ;r* 
•+- i^— "7* Xa* = a^y^ , ou ^^ X X» — i* x a* 
= a* y* t à caufe de c^ — <**»=**, &^r confé- 
quent a^ — c^ «= — A^ ) ; donc t^ x *» -^T^ ac 
a^ y^ y cl où 1 on tire y^ :■ ** — - a* : ; i* : a* ; 
donc y Sec. 

18. Corollaire L //^ir des deux Théorème^ 
précédents ,, y^/^ dans rtl/ip/e & V Hyperbole les 
quarres des ordonnées font entr*eux comme les pro^ 
duits de leurs aifciffis* 

19. Corollaire IL i^ De t équation y^ «* a^ ^ 
2 orne IL fi 
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X a'—x* j ou y^ = — Xa* — x* j on tire y = 

H \/a^ — ** ; ce qui fait voir qu*à chaque abf- 

ciflfè CP il répond deust ordonnées égales » l'une po- 
fitive , l'autre négative. 2 • De la proportions^* .• a-*— a* , 
il A^ : û* j on tire l'équation a l'Hyperbole ^* 

8B= —xJ^-^:^ & y = -4- - i/i^ir:^^. 3°. si 

dans l'équation^ = -f- — y^^^TZITii ^ on fait 

^ ^a ^ on aura y^s^o^ mais en faifaiit ;r> ay\% 

quantité - i/"?"^ 5* deviendra imaginaire j ainfi 

l'EIIiofe eft terminée aux extrémités a & A du 
grand axe. Mais (i dans l'Hyperbole on fait x ou 

— X =» tf j on aura ^ = Hh - |/(j<f*— û*) = Oj 

ce qui prouve que la courbe pailè par les deux 
ibmmets a Se Ay &c s'étend du coté de F auffi bien 
que du côté de/, de forte que l'Hyperbole eft 
compofée d^ deux courbes am y An ^ qu'on ap- 
pelle Hyperboles conjuguées , dont les ordonnées 
ctoiffent , d'autant plus que les àbfciflès deviennent 

})lus grandes. De plus , ces Hyperboles conjuguées 
ont égales ; car en prenant Us abfciflès pofitives 
ou négatives , pourvu qu'elles foient égales , ht 
quantité at* eft toujours la mehie ( car jf* = -|- jc 
X-|-x = — jcx— j:). Si l'on fuppofe x <^ n=C tf 
= A , ^ devient imaginaire. E>6hc la courbe n a 
aucun point qui réponde aux abiciflTes comprifes 
entre a 8c A. 

}o. Si dans les équations à l'EIlipfe & l'Hyper- 
bole on compte ks abfciflfes <lu fommet a, k pro- 
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duit. j4es jaHciSk^ £bw j. a x — x^ pogr l'Eljipfe , 
& liZAT -+-tf* pour l'Hyperbole (i^Oi ^i"" l'é- 
quation à rEllipfe ^* = -5 X a^-^lê^ deviendra 

•>*=,; ^ )îC 14* — *S.&l*équai;ionà THyperbôleT'* 

** . t • j . ^* • ^ ^ 

= ^ ¥ ^î' !=* tf* deviendra j'* =s -: X 4,»;^ -f. «s 

. j I. Puifque le paramètre p du premier axe fe 
trouve ( 1 J- ) en faifanc la : ib :: xi : p ^ et 
qui donne ( * Calcul ^6 ) la : p :: ^a* ^ 4 A* :: 

fl* : A*^ il s'enfuit que Jl. as: ^. Si daiiç les deux 

équations de rEUipfe & de THyperbol^ , donc noi^B 

venons de parler , on fubftitue la valeur de -^ , on 

aura pour PEUipfe y^sz.t.x 4» — x* == ^ — 
— , & y* = f X — ^~. Mais on aura pour l'Hy- 
perboIe>* = ^ X ^-^ = ^ - £/. &cy^ = 
^ X ïTJ-ï-5*' = px^ i^-, T«ll«s font les 

ta ' ^ itf 

éqoackms par rapport au {>aramecre de TEllipfe & 
de rHyperbple* 

} 2. De Tcquadqn à rElUpi^e^ >'* ;p --^ X 41»— :k*j 



IL.. k.n JJ JJ J UJJ 



* En eonfîdéranc aoe proportion concinnc comme une pro- 
greffion . dont les autres termes font inconnus , Ton a la 
propriété annoncée par le N^ j6 de la. première Partie* 

B z 
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«1 fuie que les deux axes devenant ëgaux ^ ce qui 

donnera «* = A* , ou -; = i , Ton aura y* =z i x 

(tf* — X*) = a* — ;e* = xax «— x* , équation au 
cercle : ainii le cercle eft une Ellipfe , donc les 
axes font égaux. Mais les axes de l'Hyperbole deve« 
nant. égaux , on a ^* = jc* ^a* ^y*:=z zax -+- x\ 
Dans ce cas THyperbole eft dite équilacere. 

Remarque. Dans l'Hyperbole , i peut être plus 

Êeclc , égal ou plus grand que a ; mais dans PEl- 
pfe , b eft néceflàirement plus petit que a. Car 
(îig. 8. ) fh:=^ a , étant rhypotKenufe du triangle 
reâangle /B C » eft néceflàirement plus grande 
que BC = ^. 

3 }. PnoBiêME. Trouver t équation de VEllîpfc 
& de l* Hyperbole par rapport au fécond axe. A 
caufe de mp ( fig, ^&7.) = CP zz x , & de 
C^ = P m =^ , il fuffit de changer j< en x & 
réciproquement , ce qui donne pour rEUipfe x^ 

4 

tranfpofant on a ^'^ X i>* = A* X tf* — ** X ^ * , 
doù l'on tirey •• b^ ^ x^ :: tf» : 3* , & jy» = 

~ X b^ — «*• Donc !**• fc quatre d'une ordonnée 

b 

au petit axe » eft stu produit de Tes abfcifTes comme 
le quârré du demi-grand axe au quarré du dèmi- 

i)etit axe. Donc i®. l'équation au jpetit axe de 
•Ellipfe eft femblable à celle du grand axe. Si dans 

Il . 

réquatibn i THyperboIe y^ ^ — x x^ — a^ j on 

change y en * , & réciproquement on aura a:* = 
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-jXj'* — tf*x — = -? xy*— 3%&eftci:anfpofant, 
X* .^l- ^* = '^y^ Multipliant par a* & divifant par 

** » <m trouve y = — x *^ -+- *» , d*où Ton lire 

y* .• b* -+- jtV: : a» : i\ Donc i* le quarré d'une 
ordonnée quelconque ^ta fécond axe de THyper- 
bole eft à la fomme du quatre de l'abfciflè & du 
quarré du d|smi-fecond^ axe » comme -le^quarré de 
la moitié du premier au quarré de la .moitié du 
fécond. Donc i° l'équation de rHypërbole, par 
rapport au fécond axe ^ n'eft pas femblàble i celle 
«la premier. 

et* «-. 
Cmouj^ihk Des équations >^* = JT ^ 4*— «» , 

^« ^ — «««. 

j^ =s-f-^r* |/ »» -f. jp». Ces équaticms font voir i^» 

^u^ià chaque abfciffe du fécond axe d'une Ellijpfe ou 
*une Hyperbole répondent deux ordonnées égales*^ 
rtme politive p m , l'autre négative po ; ainfi lé 
fécond axe , comme le premier , partage la courbe 
en deux parties égales, i^ Que dans rElIîpfe x ne 
peut pas être plus grande que b y mais dans rHyper- 
Dole X peut croître à rinhni. Ainfi l'Hyperbole eft 
compofee de quatre branches égales ^^ qui s'éloignent 
à l'infini du premier & du fécond' axe *^ 

BjMAKçvi. Le paramètre p'^ dîir fecond axe de 



^ O«(o£poifè qae 1er axes Tofit: frolongés;. , 
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rEIlipfe & de l'Hyperbole fe trouve pac la pro- 
portion ib : la II la : p' ^ d'où Ton tiré 2^* 

p' :: 4** 7 4tf* :: *» ;> , ou^r^-^. si l'on 

j* ■ 
fuhftittie cette valeur de p- dans les équations de 

rEIlipfe & de rHyperl>ol'e;, on aura ^* = — -* 

^ pour rElli|rfe , & / «c ^ H- 7^ P^^' 

THyperbole, 

34.TH£0liâME. LafHrfaçed'uHeEUtpfe a bkrri 
cjl à celle d'un cercle décric fur fort grand axc ^ 
comme le petit demi-axe b ejl au demi-grand ^xe 
n {fig* 6.) i car par la propriété dU cerclé ( 2 2.) le 
quarré :(* d'une ordonnée P n quelconque c^ c= a* 
*•— JT*, & par la propriété dé rEIlipfe, le qùârré 
y^ de l'ordonnée P m correfpondante à ^a même 

abfciÛe eft=: — x a* — ** ; donc f- : :{* : : -- )? 

tf* — 3ç* : a^"^^ x^ ^ ou ( en limltipliant les. deux 
derniers' rermes de la proportion par a^ & les.di^ 
vifant par a* — j^* ) y^ ■: 9^ Il b^ : a^ ; ainli y : 
:[ :i b : a j doiic la fomme de tous les y eft: â 
la fomme de tous Iqs :( comirne b : a ; or la içmme 
de t<5us les y eft égale, à la furface de PEUipre^ 
& la fomme de tous les ^ eft égale à la forfuce 
du cercle i donc » &c.? . n 

Corollaire I. Pmfqttôï-jji) réqoation-jlpar 
rapport au petit axe de TElliofe , eft lemblable J 
iellë^dii premier , i\ eît vîfible que la furlace d'un 
cercle décrit i«r i;^ péris Ja«^%le l'EUipfe -,. pris jfeur 
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diamètre , eft à la furface de l'Ellipfe comme le 
demi-petit axe de rEliipfe eft à fon demi-gcand axe, 
CoROL, IL La furface S d'une Blhpfc tfi égale 4 
celle d'un cercle , dont le rayonfero'u z=z^ a^ic ejl-àr 
dire , moyea froportionnel entre les deux dcmuaxes% 
Car foit c la circonférence d'un cercle dont le rayon 

= r, en faifant r t c il à: — (car les Riyoïis foht 

proportionnels aux circonférences), onauraceHe du 
rayon a. Multipliant cette quantité par îa moi* 

tic du rayon , ou par - , on aura la furface du 
cercle décrit fur le grard axe = — . Mais par 
le Théorème S : -^ l\ b : a ; donc S = 

xr xr a 

s= : or telle eft la furface du cercle dOTt le 

rayon = >/ <, ^ : car fa circonférence fe trouve en 

faifant r :c ::V ab:- y^Tb. MuWpliant cette cit- 

— • 

conférence par î— - , moitié de fon rayon ^ l*on 

a fa furface =: ^ — açaS : donc , &c. 

ir 

CoROtt AmE ItL Donc pour avoir la furface 
d'une EUipfe , dont les demi-axes font a Se b\ il 
fuffit de checcher celle d'un cercle , dont le rayon 
foit mpyen propordion|iel entre a Se b : on peut 
voir par- là que Iji quadrature de l'Ellipfe dépend 
de celle du cercle. 

Corollaire IV. Il fuit du fécond Corollaire ^ 
que lesfurfaces des deux EUipfes , dont les denù^ 

B 4 
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grands axes font a& Kjtes demi-petits axes ^ 6* B , 
jont entre elles comme les produits a.^ y A. B de 
leurs demi^axes. Car la furface S de la première 

tes •— 3 & la furface / de la féconde = ; 

' 1 ^ ^ e a B c kB . â-r^i 

donc S : / : : : -— : : at : A B ; donc, &c. 

3 5. THÉORâME, La double ordonnée qui pajjerou 
par le foyer f d*une Ellipfe ou d'une Hyperbole ^ fe^ 
roit égale au paramètre du premier axe {fig. 6 & y). 

h* 

Car fi dans l'équation y* = -7* X ( a* — ;ç* ) , 

h* 

on fuppofe X tsss c ^ elle deviendra y* c=s — 

b* h^ 

X ll^ — c*) = -j , d'où Ton tire y csa — & ly 

•=3 ==/;• Mais pour PHyperbole, on ay* =: — 

X (c» — 4* ) afc-^ ( à caufe de A* =S3 c* — a* 

W b* %b^ 

dans rHyerbole)i donc y s=s — ., & ay = — 

— /j puifque (par len^aj.) aa : 1^ :: ib: 

p 5=3 ^ — tss-^ — . Nous avons auffi démontré la 

même chofe ( 8 ) à l'égard de la parabole. 

f6. Problème, Par un point donné m de tEl* 
lipfe ou de V Hyperbole , mener une tangente i la 
courbe {fîg. 9 é» 7. ). Dans TEllipfe ayant fait le 

Erolongement ml iè f m zz "p m ^ Se mené la 
gne FI y par le milieu i de cette ligne & par le 
point m menez m t» Dans PHyperbole ( fig. 7. ) 
ayant pris fur F m^ la partie ml =z fm ^ Se tiré ia 
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ligne If y tirez par le point m & par le milieu i 
de // la ligne mr, & le Problème fera réfolu. 
En effet tout autre point y de /wr ne fauroit 
être à rEUipfe ou à tHyperbole. Car /m -f- F /» 
r=// = 1 fl dans rEUiple , & Fm — fm = Fm 
-^ ml = la dans PHypeAole. Mais à caufe de 
V m zz ml dans rElIipfe , de /fw zz ml dans 
THyperboIe , 8c de m t perpendiculaire fur le mi- 
lieu de F/ dans PElHple , & fur le milieu de // 
dans l'Hyperbole , tous les points do m e font éga- 
lement cloijgnés de F & de / dans l'EUipfe , de 
f 6c.de l dojïs l'Hyperbole; donc dans TEllipfe 
yl = yF; donc y/ -h y/ = y/-+-yF:or 
yf^ y/ vaut plus aue fl zz xa\ donc (y/ 
-+- y F ) > 2 il j donc le point y n'appartient pas 
à TEllipfe. On prouvera la même chofe pour tout 
autre point fîtué fur mu Dans l'Hyperbole F/w — 
fm rss^Ym ^mlzz %a ; mais Fy '^yf=^l^y 
•-^y l n'eft pas=si<2 =F/, autrement l'on 
auroit F y s= F / + /y , ce qui eft abfurde ; donc 
le point y n'appartient pas à la courbe. On peut 
prouver la même chofe pour touc outre point litué 
iur mt i donc la ligne m t n'a d'autre point com- 
mun avec la courbe que le feul point m ; donc , &c. 
Corollaire I. Dans FEUipfe & f Hyperbole les 
angles formés par la tangente , & les deux rayons 
vecteurs qui aboutijfent au point de contact font 
égaux. Car dans rEllipfe Fmi = imlzzfmy 
( fon oppofé au fommet ). Dans l'Hyperbole fmi 
zz imt , parce que mt divifant^en deux égale- 
ment la bafe du triangle ifocelle fm l & paOTant 
Ear m , doit divifer l'angle m en deux également. 
^ )e plus l'angle Y mi = xmy font oppofés au 
fommet. 
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Corollaire IL Donc fi d'un des foyers de 
rEllipfe ou de l'Hyperbole partent des rayons de 
lumière qui tombent fur la (urface intérieure d'un 
corps formé par la révolution d'une EUipfe , ou 
d'une Hyperbole autour de fon axe ^ A , ces rayons 
fe réfléchiront vers l'autre foyer dans l'EUipfe ; 
mais- dans l'Hyperbole leurs prologemens feule- 
ment aboutiront à l'autre foyer. Er réciproque- 
ment fi dans l'Hyperbole les rayons partent du 
foyer le plus éloigné , ils réfléchiront fur la con- 
vexité de l'Hyperbole , de manière que les prolon- 
gemens mfdes rayons réfléchis m M paflèront par 
le premier foyer , & les rayons m M paioîtront venir 
de ce dernier foyer. 

37. Théorème. Si du centre de l* EUipfe ou de 
C Hyperbole pn tire la ligne C i , l'on aura Ci = tf 
(fig. 9 &: 7O. Dans l'Ellipfe C/=C F , & F i ^ i /; 
donc F/= 2CF : CF !! F/ :F/ ; donc les 
triangles F// , FCi font femblables * ; donc 
/F: FC ::// = liz: Ci; mais F/ eft double 
de F C ; donc // = 2 û eft double de Ci; donc 
C i = tf . Par un raifonnement femblable on verra 
que les triangles //F , fi C (fig. 7, ) font fem- 
blables , & que Ci = — = — = tf;donc,&c. 

Corollaire I. Il fuît du Théorème que fi du 
point C comme centre , & de Tintervalle C A = tf 
(fig. 9& 10.) on décrit un cercle, les perpendiculaires 
Fi ,/i tirées des foyers F &/de TEllipfe , & de l'Hy- 
perbole fur la tangente /»r , prolongée s'il le faut. 



* Deux triangles font femblables, lorfqu'ils ont deux 
côtés adjacens à un angle égal proportionnels^ 
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aboutiront à fa circonférence. Car les lignes F i , 
fd^ étant perpendiculaires fur/wr^ font nécelTai- 
rement parallèles , auffi * bien que // & i C D 
( par la démonftration du Théorème précédent); 
donc 1**. Fi = /i =/D. D'ailleurs langle droit 
idYi eft appuyé fur le diamètre iD \ donc le 
point à eft dans la circonférence du cercle dé- 
crit du point C avec le tayon C i s=s tf ; donc 
les points rfj D , i font finies fur la circonfé- 
rence de ce cercle , & C i , C D font des rayons ; 
donc , &c. 

Corollaire IL IDont le produit des perpen^ 
diculairts abaijjees dis foyers de l'EltipJe & de 
t Hyperbole fur la tangente efi toujours égal au 
quarré du fécond demi-axe. Car par la propriété des 
cordes ( Gcom. 53 ) , /^ X / D ^ssi af X fA, 
(fig. 9.) = «— e X d^ c = aa -^ ce ^ i* ; 
or /D ==5 Fij à caufe Àt$ parallèles F/^ fd; 
donc fd X f i =st t^* Dans la %. 10 , par la 
propriété des fecantes , ( Géom. 5^,) fd X /D 
,=:fdx¥ir=fdX li^faxfA^fa X^ 
Va=: à\ 

Corollaire in. Les perpendiculaires V i abaif- 
féts du foyer F f\ir les tangentes eux diffirens 
points m de VEllipfe & de l'Hyperbole croiffent 
dans tEUipJe plus que Us fdcihes des rayons vec- 
teur^ V m & moini dans f Hyperbole. Dans l'El- 
Kpfe ( fig. 9, ) les triangle^ f^d ^ tmi font fcm- 
blables , ayant les angles en d 8c i droits , & les 
angles dmf^ imï égaux ( }^. ) i ^^^^ Fi : F/12 : : 

fd : fm i dohc F i =5 a » \ > ; donc (en multî- 

pliant tout par F i ) FI* = p* (en ÉÙjGmt F^' acf ) 
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t=:Iix fd X rr- =: ** X 7- / donc pour une au- 
cre tangente dont la perpemdiculaixe fbit P , ooi 
aura P* = *' X -^ ( Fm' , fm' dcfignenc les 
rayons veûeurs correfpondans i P ) ; donc p^ r 

•SI t F« ,, F m FwF/w^_ _ 

fm fmf fin j m' ^ 

|/^ T— J I K r -7— A • La même proportion a lieu 

(fig. 10. ) dans FHyperboIe , ainfi qu'on peut le dér 
montrer facilement par le moyen des triangles F/w i , 
fm (/ ( la dcmonftration eft la même * )• Mais^ 
dans rEllipfe Y m croifïànt , fm diminue, puif- 
qu'on a toujours Ym ^ mfziz xa ; dans l'Hyper- 
bole au contraire F/w crôiflTant, fm croît auffi:: 
parce que la différence de ces lignes eft toujours 

Fi» 

te=2 la ; donc dans rEllipfe les fraftions 7— croif- . 

fm 

fent dans un plus grand rapport que (î fm étant 
confiante , F/72 = r croiflbit Itul j au contraire dattf 

F wi 
l'Hyperbole les fractions jr- croiflent moins que 

fi fm étoit conftanre ; donc les perpendiculaires 
croilïènt dans l'EUipfe dans un plus grand rap- 
port que les V7 & dans un moindre rapport dans 



* Lorfqu'unc même démonftration peut s'appliquer à 
rEllipfe & à THyperbole y- on peuc le faire 4 «bor^^. pa^ 
rapport à TÉilipre , 8c la recommeacer earuice ea Tappli?* 
^uam à THypcrbolct j : _. 



Digitized 



by Google 



Sections Coniques. 19 

ri^ypefbole ; mais ( 1 4) elles croiflent comme le» 
racines des rayons veâbeurs dans la parabole *. 

38. Problème. Irouver l'exprcffion des rayons 
y^aeurs fm ^ "Sm dt VEllipfc & de l'Hyper-- 
holc ( fig. 6 & 7 ). Pour PEllipfe appellant 2 ^ la 
différence de fm i Fm j & faifant = 1 j la fomme 

<ie fm 6c V m dans l'Hyperbole , oû a ^ =: — ** 

( ^€ V: donc fm 2= tf — — = , & ïmzs, 

tfH = ' . Mais dans THyperboIe on a 

-. ex ex «*ot: 

ex ex -f- tf* 

J9. Théorème, Dans fEUipfe la fous-^normale 
P^= '1^ = ^"(àcaufe àctl:^t\ 

^ ^ or 1 a"\ a % / 

C fig. 10. X) ; car les lignes qm y Fi étant perpen- 
diculaires fur mt font néceflairement parallèles j 
<lonc (Géom. 4^.) F/ ( x^ ) : F/ ( i^ ) :: ml 

,«. F 772 = iî3— ( Problême précédent *♦* ) : F j 



tftf — ex _ tfiJC— ccx 



= " X ^-^^^= —— - ; or P^ = Fj 



liZ 



^ Cette proportion efl: utile dans rAAronomie-Phyfique. 
^^ Nous appelions ici 1 f ce que nous avons appelle 
(lé) 1 ^. Voyez les numéros itf & 17. 
*^* f m défignc ici le plus petit rayon vcôcar. 
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.t-FP,&FP = CF-ÇP=pç-.Ar; donc Pc =s: 
Aac — cc:^ — c + ;c == (en réduifant le tout ea 

Ad 

ftadion & effaçant les quantités qui fe déttuifent)^ 

40. THioREMÇ* Dam VEllïffc la foui-tangtnu 

Pf = — . — ; mais dans C Hyperbole Pr s=qp 

jp« ^« 

— ( ftg» I© X, & 7. ). Car dans Tune & 



l'autre courbe le triangle re^angle qmt donne 

' P /»* y* 

^P : P/n ::P/72 : Pr =— -= ^ ; or y* =ss 
— X C û* — ** ) , dans rEllipfe •, donc dans cette 

courbe Pr =3 ** 



h^x 



.ht 

>îais d^i|s f Hyperbole y^ «= rj. X (^*-^â*) j donp 

dans cette courbe P r = -^tï =2 • • 

Corollaire I. Donc C P X P r = ^* — x* dans 
PEllipfe , mais C P X P r = at* — a* dans THyper- 
bole ; donc faifant P r = S , on aura S a: = tf* — x* 
dans PEUipfe , & S;c =5 ;c* - tf» dafi§ l'Hyper- 
bole. . . 
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Remarque. Si dans Texpreffion de P9 & /^r 
on compte les abfciflès du fummec , ou de rohgine 
de l'axe , alors x fe chjjingera- en a "^x , & l'on 

aura , toute réduâion faite , P ç = - IC — , & 

P r == z=^ — « Les fi^nes fupcrieurs ont lieu 

a -k- X ° * 

dans PEUipfe , & les inférieurs dans l'Hyperbole. 

Kdais dans la Patabole , ainfi que nous Tavons déjà 

vu , la fous-normale eft = - , & la fous-tangente 

s= 1 X. Donc dans les Serions Coniques la fous- 
normale eft égale à la moitié du paramètre dans 
la Parabole , moindre dans l'Ellipfe & plus grande 
dans l'Hyperbole. A l'égard de la fous-tangente, 
tlle eft égale au double de l'abfcifle dans la Para- 
bole , plus grande dans rEUipfe , moindre dans 
l'Hyperbole ( on compte les abfciflès du^fommec 

de la courbe ). Car dans TEUipfe - — — > 



xax'-t-x^ ^xaX'+'XX* 



IX. Mais dans l'Hyperbole Prai 
= 2 « i donc , &c 

«• — I — * .* — I — «w 

. CoKOLLAinE IL Donc C r sas — ; car dans l'EI- 

X 

hpfe Cr == — . ^ x^= -I- — s=3 

-• Dans l'Hyperbole Cr = CP— Pr=::r-^ 



(^) 
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Corollaire III. Il fait du Corollaire précéd^nc 
[ue CP : Ca :: Ca : Ct. Ainji pour trouver 

t il faut prendre une troijieme proportionnelle à 
fabcijje & au demi-axe. Le point t étant trouve 
par r & par m , on mènera une ligne mt qui fera 
une tangente. 

Corollaire IV. Retranchant AP de Pr dans TEI- 
lipfe , & <iP de Pr dans THyperbole & comptant 
les abfcifles du fommet^lon aura At{&g. ioX)Sc'ae 

(fig. 7,)= = ^ = -=-; mais dans la Pa- 
rabole (fig. 1 ."^j A r == AT ; donc la diftance du fommet 
à la Rencontre de Taxe & de la tangente eft , par 
rapport à rabfcille , égale dans la Parabole , plus 
grande dans rEllipfe , moindre dans l'Hyperbole. 

Remarque. Si dans l'expreflion de P r = , 

on fuppofe AT = o , l'on aura P r sisa — ass go. * 

( voyez ce que nous avons dit fur l'infini dans la 

{première partie )• Ainfi la tangente qui répond à 
'extrémité du petit axe eft inhnie & parallèle au 
grand axe de rEllipfe ; mais en faifant x néga- 
tive , Pr devient négative j ce qui fait voir qu'une 
quantité en paflTant du pofitif au négatif, palfe quel- 
quefois par rinfini ; mais d'autres fois elle pafle 
par G , comme on le voit dans la progreQion 
arithmétique , -^ 4. 2. o. •— i. — 4. — 6. &c. 
La raifon en eft qu'une quantité en paflànt du po- 
fitif au négatif , doit fe trouver <lans une limite , 



^ £n confidérant o comme une quancicé infiniment 
petite. 

qui 
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qui ne foit pas plutôt pofoive.què négativÊ ; or p 
11 eft pas plutôt pofitif que négatif : il en eft de 
même de l'infini. Mais uiîe quantité y^a' — x n6 
peut de réelle devenir imaginaire , ou d'imaginairç 
devenir réelle , que la quantité a -^ x ïiq palle du 
pofitif au négatif dans te premier cas , du négatif 
au pofitif dans le fécond cas : une quantité ne 
peut donc pafïèr du réel à Timaginaire Sciécipror- 
quement qu'en partant par le o , ou par 00 j ce 
qu'il eft bon de remarquer. 

Si dans Texpreffion de a f = dans l'Hyper- 
bole , on fuppoie a:= OQ , Totiaura at:=z --^ — y 

"OO 

= a. Aihfi at n^ peut jamais furpafler aC , 8C 
toutes les tangentes de l'Hyperbole tombent entre 

<2 ôc a : ôc dans ce cas Cr = — = — :;= o.*Mais 

* ■ 00 

dans la parabole ( fig. 4. ) at ^=i x devient infini* 
lorfque x =zoo.' Cela vient de ce que la parabole 
eft moins • ouverte que l'Hyperbole :. en .effet on 
a y = z^ \/ px dans la parabole , & y =« 

riz V ^ ^ "^ — ) ^^^^ l'Hyperbole ; donc 1q para- 
mètre /?& TabfciflJe X étant fuppofés les mêmes dans 
l'une & l'autre courbe, les ordonnées de l'Hyperbole 
font plus grandes que celles de la parabole , de en 
faifant = Y l'<^onnée de l'Hyperbole & =;:^ celle 
de la parabole , l'on a (à l'infini' j^ :Y::{y/ p 00 ) : 

* C*cft-à-dirc infiniment petite ! on peut la régardcç 
comme = o rcfpcflivenjcnt à 4/* 

Tome IL C 
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y» : 00 , en divifant par |//", faifant attcntioft 

oc * 00 * 

que 00 ^ = • , & mulripliaiit par ta; 

donc, &c. 

41. Théorème. La fous-tangentc pT au fécond 
axe de l'EUipfe & de l'Hyperbole ( fig. i o X & 7 ) , 

eji=z — j dans l'Ellipfe ; mais /? T = 

dans l'Hyperbole j en appellant y l'abfciffe pC du 
fécond axe. Les triangles femblables r/wP, mTp 
donnent rP: P/72 s= pC :: mp = P C : pT *y 

c'eft-à-tîire H : V : : ^ : pT = — ^^; 

cr + û* -+- JT^ = -77— > ce qtt*on tire ^dfçment 

de l'équation de rEllipfe & de l'Hyperbole , y'^ 

s= — X ( ^t ^* ■+- -^^ ) j qui de plus donne x^ 

a> b^ ~ a^ y^ 
es- -^ ^^ Subftituant ces valeurs dans 

■■' . ^ ^ ^ • on a pT c=: ^ Ce qui tour- 

nit. un autre moyen de mener une tangente à 

l*Ellipfe & à l'Hyperbole. Si on ajoute y i pT 

pour l'Ellipfe , & fi l'on retranche y de /? T pour 

b* 
rHyperbole , on trouvera CT =^^« 

Des Afymptotes de V Hyperbole j & des Diamètres 
de tEllypfe & de l'Hyperbole. 

.. 4Z. DÉFINITIONS. Si par le fommet a de 
rPyperbole Cfig. 11,) on mené Y n or perpendi- 
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culairement fur Ca , qu'on faflè ax =z aY =:Clfj 
les lignes indéfinies CY, Car, menées par le centre 
C & les points Yôcx y font appellées AJymptous de 
r Hyperbole ; les lignes /z -:( ^ nu ^ ng font nommées 
Ordonnées ^ lefquelles font paralltles à une Afymp- 
lote , ou à l*un des axes. Une ligne terminée de 
part & d'autre à la circonférence de TEHipfe , en 

Î raflant par le centre , eft appellée Diamètre de 
'Ellipfe^ telle eft la ligne ^D ^fig. 12.). De 
même dans THyperbole ( fig. 11.) la ligne D</;i 
terminée par les Hyperboles oppoféés & paflant par 
le centre , eft un Diametre^^Une ligne HCh qui 
paffe par le centre parallèlement à la tangente rd ^ 
menée à Textrémité d d'un autre Diamètre , eft ap- 
pellée Diamètre conjugué par rapport au Diamètre 
Ddy &c répiproquement. En général deux Dia- 
mètres font dits conjugués l'un par rapport à. l'au- 
tre , lorfque Tun eft parallèle à la tangente à l'ori-^ 
gine de l'autre. Dans TEUipfe tout Diamètre eft 
terminé par la rencontre du périmètre de TEUipfe ; 
mais dans l'Hyperbole on détermine le Diamètre 
conjugué h H en tirant du point d parallèlement 
aux Afymptotes , les lignes d h j dH jufqu'à là 
rencontre de AH. Les lignes /m, parallèles à la 
tangente dt (fig. iz.) , ou à la tangente dr (fig. 11.) , 
tirées d'un point / quelconque de la courbe juf- 
qu'à la rencontre du Diamètre , font dites ordon- 
nées à ce Diamètre. Enfin le paramètre p d'un 
Diamètre eft une troifieme proportionnelle à ce 
Diamètre & à fon conjugué; ainfi faifant c/D = 
2^3 AH= ib j on aura le paramètre du pré- 

mier = , & celui du fécond = -t-« 

a ^ b 

43. TttioREME. Le rectangle des lignes d:[y d:^ 

C % 
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( fig. II.) ordonnées aux AJymptetes parallèlement 
au fécond axe , eft égal au quarré b^ du fécond 
demi^a.'Ke. tes triangles femblables CûY, CP;^ 

donnent a : A : : x : P ;[ = — ; mais y^d zzVt^^ 
^t/P=^^j^,&rfî'=P^'-4-P^ = ^+JK; 
donc ^î X ^î' = -— ^y- = -j- - j, ( AT* - ^* ); 
en lubftituant Ja valeur de y ; mais — ^; ^ 

-+- — ~ = b^ 'y donc •, &c. II eft vifib'le auflî qu« 

n:^ . niz=, bb. 

Corollaire I. De Téquation d^ X d^' z^ 3*, 
on tire d^ : b :: b : d^. 

Corollaire IL Donc THyperbole ne rencontre 
jamais rAfymptote , quoiqu'elle s'en approche con- 
tinuellement j en effet P ç = — , & Vi' = — ^- > 



b^x'' 



a 
a~ 



mais P d^ = y* = — j ^ \ donc P r eft tou- 

jours plus grande que P^, c'eft- à-dire qu'aucun 
point d de l'Hyperbole ne peut jamais rencontrer le 
pçint correfpondant :{ de i'Afymptote. Mais parce 
que de l'équation d-^x di^ =: i'S o^ ^^^^ d^ =z 

-j-, y 6c que d y^ augmente continuellement à pro- 

portion c|ue THyperbole ç'éloigne du fommet a ^ 
il s'enfuit que d^ diminue & que l'Hyperbole 
s'approche de plus en plus de I'Afymptote C :^. 

44. Théorème. Le produit d'une ordonnée quel-- 
conque d y à une Afymptote & parallèle à l'autre 
Afymptote , par f on ahfcijfe Qy , eji toujours égal 
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4iu produit û K X CK. En effet les triangles ^ K Y , 
^y l' ( Semblables parce que ^ & Y , j & K font 
correfpondants ) donnent dy : aK II \d : oY :==: 
Cb:: Cb : di' {CotàW. I. n*^ 4j ). Mais les trian- 
gles a K Y , di^' ( femblables parce que leurs côtés 
font parallèles) donnent aY : d^' ;; KY : di ; 
^oncdy:aK:: KY : di ; &: dy . di=2 aK .KY; 
mais à caufe du parallélogramme C i ^ j , on a dy 
= Ci. De plus les triangles égaux CÀK , ^KY* 
donnent ûK= Y K = C K j donc dy.Cy = CK^. 

Remarque. U eft viûble que ^ K = ^ K. 

Corollaire I. En faifant C K = c , Cy = at , 
dyzzy j l'on aura x,yz=.d^^ équation de VHy^ 
p^rbolc par rapport aux Afymptotes. La quantité c* 
s 'appelle puijfance de V Hyperbole. 

Corollaire IL Puiîque par la propriété du 
triangle reâ;ang|e Cab ^ on a {ba)^ = b^-^a^y 
iP t. CY ^tf ,, _a . 

& que û K = — = — 5 1 on aura ^ K = r -t=: 

* i X 

* = — ^ -| ; donc la yuiffance de C Hyper* 

4 4 4 ' 

bole eft égale au quart de la fomme des quarrés 
des demi-axes* 

45, Théorème. Le rectangle ng X nu des or-* 
données aux Afytnptotes parallèlement au premier 
axe e{l^=s,a^^ Caries triangbs femblables /^^ç', 
QaY donnent ng : n^' :: Ca : aY. Pareille- 
ment les triangles femblables ^un j CaY donnent 
7iu: n:(^::Ca : aY y donc en multipliant par ordre 
les termes de ces deux proportions. Ion aur;^ ^ffX 
ni/:;2;jX/2î'=3 *^(4j,)::7c*=: a* : Tï*=.A*; 

"^ Caries triangles C^K, aYK ont deux angles çgaar 
fur les côtés égaux aY ^ Ç ^ 5 donc , &c. 
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donc ng.nu : cH' \\b^ : V' \ donc ng.nuz=ia^. 

4^. Théorème. *S*i /'o/z rird a/i^ ligne quelconque 
r^ d'une Afymptote à l'autre à travers une Hyper- 
bole , les parties rn , R o comprifes entre chaque 
Afymptote & l'Hyperbole feront égales entr* elles 
(fig. 13.). Car les triangles r/z^fj rou (femblables 
à caufe des parallèles \n 3 ou) donnent rn : ni^^ 
Il ro : ou. Mais les triangles RoV , rn^' fem- 
blables à caufe des parallèles V , n^' y donnent 
R/2 : /2:j' : : Ro : V. Multipliant ces propor- 
tions par ordre , Ton 2, rn x nR : n:[ x n^' n 
ro X oK : uo X Vo ; mais ( 4^ ) o[n X n:^^ = 
b^z:: uo X oV '^ donc rnxnKsn ro X oR , ou 
r/2X(/2oH-Ro) = ro x Ro = (r«-+-/2(?) 
X Ro j ou rnX no^^ rnX Ko zn rnX Ko -+- 
no xKo. En effaçant de part & d*autre la quantité 
rn xKo j il refte m X no =-R oX no ; donc 
( en divifant par no) rnzzKo ; donc , &c. 

Corollaire I. Donc une tangente mt ter-* 
minée aux Afymptotes eft divifée en deux parties 
égales au point de contact d. Car afr = d m y à 
caufe que la ligne mt nt rencontre la courbe qu'au 
feul point dy 8c que les parties dt ^ dm com- 
prifes entre la courbe & les Afymptotes font égales 
ainfi que nous venons de le voir^ 

Corollaire II. Donc étant données les Afymp- 
totes Ct y C ;[ & un point n dans Tangle \Ct y 
on pourra décrire une Hyperbole qui paflfe par le 
point donné n. Car en tirant les lignes r/zR, 
\n:i' y &c. & prenant oR= m , t/ç'=: \ny &c.» 
les points d j o j &c. appartiendront à la courbe. 
On pourra fe fervir' des points d Se o comme du 
point n y pour trouver d'autres points de la courbe, 
defquels on fera le mcme'ufage. 
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47* THÉORèME. Les produits des lignes rnx 
nRy X p X py j &c. tirées d'un point quelconque 
de la courbe parallèlement à la tangente font égaux 
entrUux & ay, quarré de md-s:. dtzz. t. Les trian- 
gles femblables rn^^ xpu donnent ç/z : wp il 
m : xp ; &à cauie des triangles femblables 
n\^R^ pVy Ton a ni' : pV II nR : py. Donc 
en multipliant ces deax proportions y\nx n'^ : px 
X pV :: rn X nK i xp X py* Mais félon ce 
que nous avons dit ci-deffiis :f /i X /z?' = i* = 
^u X /?V j donc rn x nR z=rxp Xpy ; & lorf- 
que le point n fe confond avec le point d , c'eft- 
à-dire lorfque rR devient tangente. Ton a xp 
Xpy =mdxdt — tXtzzLt". 

j\%. Théorème. Le Diamètre AH conjugué au 
Diamètre dD , ejl égal à la tangente sdr menée 
par V origine d du Diamètre dD & terminée aux 
jifymptotes ( fig. 1 1 ). Les triangles H A û? ^ Crs 
fclnblables ( parce qu'ils ont tous leurs côtés paral- 
lèles ) font égaux , ayant deux angles égaux fur 
deux côtés égaux hd ^ Cr ; donc sdr = AH. 
D'ailleurs hC e=ac dr à caufe du parallélogramme 
hdCr i donc j </ = C H. 

On peut démontrer cela de cette autre manière. 
Le parallélogramme CUds donne j</== CH. Le 
parallélogramme drCh donne dr^szzCh; donc 
sr =;= AH. 

Corollaire 1. Puifqué sd^xdr; donc ACc=3 
C H. C*eft-à-dire qu'un Diamètre conjugué quel- 
conque de l'Hyperbole eft divifé en deux parties 
égales par le centre C de l'Hyperbole. Mais d'ail- 
leurs il eft évident qu'en prenant A/? = ^ P ou 
C P œ Cp les triangles re£kangles P ^C , CDp 
font égaux 3c fwiblabies j donCi^C D eft une ligne 
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droite , & C rf = C D ; donc tous les Diamètres 
de l'Hyperbole font divifés en deux également par 
le centre C. 

49. Théorème. Dans VEUipfe & PHyperbole 
(fig. 14 & 1 5. ) tout Diamètre AH , parallèle à une 
tangente mt , coupe le plus grand rayon vecteur 
Vmy de manière que mi z:z aC =: û. En effet 
menant fp parallèle à. mt ^ h triangle /^m/fera 
ifocelle , puifque les angles fm t j pmo égaux 
entr'eux (5^.) font égaux à leurs alternes interne» 
mfpj mpf ; donc /w/= m p. De plus les trian- 
gles Yfp , F C i femblables ( à caufe des parallèles 
fpy Ci) donnent F/(ic) :FC(c):: Ypi Fi; 
donc F /?' = 1 F i j &, F i = i/?. Mais dans l'El-- 
lipfe Ym-^ fm^ ou ipi^ ipm=zia; donc 
p i -i- pm y ou m i =: a. Dans l'Hyperbole F m 
^- fm = za , ou F772 ^ mp '-^f/n — mp = 
F/7 — imp zz la z:z'ipi -^ imp ; donc az=: 
pi — ^72/7 z= mi ; donc , &c. 

50. Théorème. Dans une Ellipfe (fig. i(>.) le 
triangle ^mt fait par une tangente j fous-tangente 
& ordonnée correfpondantes j efi égal au trape'^e 
armPy formé par Vabfciffe ûP , l'ordonnée Pm^ 
la tangente au fommet & une droite Cmr qui paffe 
par le point touchant m & par le centre. Car puif- 
que(40.) CP : C^z :: C^ : Cr^ & que CP: 
C û : : P/72 : ^r ( à caufe des parallèles Vm y ar 
qui rendent femblables les triangles CVm^Car)^ 
l'on a Ca : Cr :: P/w : ar^ ScCa X ar zxP mx 
^ CaX ar Vm X Qt . , 

C r j OU = y or ces quantités 

font égales aux triangles Qm t , Car ; donc (i 
de cQS deux triangles égaux on retranche la partie 
commune PatzC , Ton aura tm^ s= mPar. Ce 
qu'il falloir démontrer. 
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Corollaire I. Donc un triangle qlu dont un 
cote ql t9i une ordonnée à Taxe , l'autre côté 
une ordonnée au Diamètre m M & terminée à 
Taxe en z/ , & dont le troifieme côté eft la partie 
de Taxe comprife entre fon ordonnée & la ren- 
contre de l'ordonnée au diamètre , fera toujours 
égal au trapèze correfpondant qkra. En effet les 
triangles P m r , qlu femblables ( à caufe des an- 
gles droits en ^ & en P , & des angles côrrefpon- 
dants u ÔC t égaux ) donnent mP t : qlu \\ Fm* : 
YT * : : C^* — C7* ' oTa — "C^* ( par la pro- 
priété de rEUipfe ( 18 ) : : ^mra : qkra (parce 
que les différences des triangles femblables Qra, 
Cpm yQra ^ Cqk font dans le rapport des dif- 
férences des quarrés des côtés homologues ) ; donc 
Vmt : qlu II V mra : qkra ; mais mPr 5=3 
fmra ; donc qlu == arqk = qkmt ^ en re- 
tranchant a rmP Se ajoutant la quantité égale 
r /7z P. 

Corollaire II. Donc le triangle lok eft égal 
au rrape:[e correfpondant moût. Car nous venons 
de voir que qlu = qkmt; donc en retranchant 
la partie commune qkou ^ on aura lok znmout. 

Corollaire III. Il fuit de-làqueCND =3 
Q,mt* i or C ND = C /2 ^ à caufe de la fymmé- 



(*) Car lorfquc lok devient NCD, moût devient 
évidemment mQ»t. Pour comprendre comment lok devient 
NCD, il Ti-^ a qu'à concevoir que la ligne lu^ donc im 
point / eft toujours fur la courbe & le point u fur Taxe A a 
(prolongé s'il le faut) defcend parallèlement à elle-même , 
jufqu'à ce qu'elle fc confonde avec la ligne N C 5 alors la 
ligne /A:, terminée par le diamètre m M prolongé s'il le 
£iuc^ 6: rcxtiémité / de la ligne «/ deviendra ND. 
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trie * de l'Ellipfe qui en fuppofant C :j' = C Z , 
donne C^'N ^^d^n, C:j^D =Cid & ç'N 
= ;[/î; donc C/2ûf == Cmu 

5 i . Théorème. D^/zj VEllipfe h quarté d'une 
ordonnée lo (y) au Diamètre /wM {la) ejl au 
produit des abfcijfes moXoM {a^-^xx) comme 
le ,quarré du demi - Diamètre conjugué (b) au 
quarré du demi * Diamètre mC {a). Car fi Ton 
tire nd parallèle à //(: , les triangles ndCj lok 
feront feniblables , parce qulls ont les angles en 
k &c d alternes internes , & de plus l'angle / du 
fécond eft égal à fon alterne /QC = <//2C> fon 
correfpondant ; donc Tô' : /Tc* l\ lok : nCd ; or 
les triangles femblables Gmt^Cou donnent Cm* .• 
C^* :i Cmt : Cou j 8c { dividendo) iJlw^— C o* .• 
Cot* :: Cmt — Couz=:mout : Cmt:\ lok : 
nCd ( à. caufe de/ô^=r mo ut y &c de nCd s=« 
C /7z f ( 50. ) : : 7ô* : îTc* ; donc Cm* -— C^* , 
ou c'mH^CÔ X Cltt — "CÔ = J"+lc X â^^ {jn 
faifant C o = :r ) == û* — a:* : €/»*=« û* : : / 0* 
== j^ : n^* = ^* , ou (mettant la première raifon 
à la place /de la féconde & alternando) y^ : a* — x*. 
::b^ : a^ **. 

* Cette fymmétrie fait que les patties m de la courbe 
font (ituées d'un côté de Taxe de la même manière que 
les parcies correfpondahtes & oppofées M le font de l'ausic 
coté du même axe. 

♦* On peut démontrer cela d'une autre manière plus ai{?e. 
Si on conçoit qu'un cercle A Y a B tourne fur le Diamètre 
A a jufquà ce que fon plan faffe uu angle quelconque, pa« 
exemple de jo degrés avec le plan AQN^M, & qu en- 
fuite on mené de tous les points de là circonférence du 
cercle des perpendiculaires F Q fur ce dernier plan , la ligne 
A Q tf M par laquelle pafTeront toutes ces perpendiculaires 
fera une Éllipfe ( fig. lé A }• £n effet il eft vihble qa ayant 
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52. Tn^oTkïwE. Ceft la même chûfe dans tHy* 
perbolc (fig. 11) En effet les triangles femblables 
Cdr, Cmm àonnQniÇd{a) J dr^hC{h)i: 

Qm[x)l mm ^=^ — ^ & faifmt >;zass=î m/s^y, 

f hx ^ r r . ^ ^ 

on a m i=c ^y y Se df i±=s/ m -f*» nto s±= *— 

de om- X oftsn (rd)^ =±:.*» ( 47 ) ^ & en tranfp^- 
lant il vient ^-^—-^^b^ ^^=^y^^ ou «-■* — p — ^^*y*î 
d*où, l'on tire >^ : JV^ — ^i ;: i» î a*. 



mené les lignes f D, Qt^> l'une dahs le plan dix cercle ^ 
raùtrç. dans le plan de Is^ figure A Q^ M ^ & perpendicii'^ 
lalfeis â rinterfedion A â de ces plans, I on aura F D : DQ ;: 
r : côf.FDQ :: a:h y en fàlfanc le cpfiiius de l'angle de cè^ 
plans = h & le rayon = a y donc toi^tes les ôirdohnéei 
du Cercle feront a toutes les ordonâées côrreibondante^ de 
ja figure ÂQaM dans un rappott confiant de « : ^^ ou 
de C T : C/ , en fai£int CT =^a & Cr = ^ , ou du àcml^ 
grand-axe CA au deçpi petit-aie Cr, ce qvti convient p^-* 
Jaitement a TËUipre (34); La figure AQtf M formée. pat 
les cïtrémitës des .perpcndjculaires F Q , /y > &c. abaHïëes 
de I9. circonférence du cercle fur un plan qui lui eil incliné , 
s*appelle ProjeBion orthographique de ce cercle. C'eù pourquoi 
la prdjcâion orthographique d*un cercle fur un plan qui 
lui eft incliné eft une ellipfe. 

n eft encore évident que fi des extrémités Se du milieu 
dWe corde xu^ on mené des perpendiculaires xSyZVs 
' u s fur' lè plan de la figtxre A QS ^M, les lignes Ss ^ xu èc 
SV\ xZ feront entr'elles dans un rapport confiant j c*eft- 
a-dire , que Ci S s çft .,p^ exemple -^ la n^iriéde jew , SV 
fera aûffi la moitié de xZ» De même Q^ parallèle à Ss^ 
le projection du Diamètre F/ fera la moitié de ce Jiametrf • 

Tome JI. - ** 
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Remarque. Nous aVons fuppofé dans le der- 
nier Théorème (\}1Q /wo = /ti/ , ce qui eft évident j 
car C ûf/7z coupant sr tn deux également en d doit 
couper fa parallèle fm en deux également en m. 
Mais d'ailleurs (45) //«= o m ; donc mo:=lm. 
Nous avons fuppofé auflS dans lavant dernier Théo- 



En général toutes les ûtdonnées , & doubles ordonnées de 
rEllipfe parallèles cntr'èlles , feront dans un rapport cons- 
tant avec les ordonnées & doubles ordonnées correlpon- 
dantes dans le cercle. 

Il fuit de-U que Qy , MN étant deux Diamètres, con- 
jugués, les quarrés (SV)* (y)* des ordonnées au fécond 
font entr'eux comme les produits NVx MV des\b/cifles 
.jCQcrefpondances» .En eifet toutes les ordonnées SV» QC 
( car cette ligne eft une ordonnée qui pafTe par le centre ) , 
parallèles encr'elles , font plus petites que les ordonnées 
xZ y FC du- cercle dont elles font les projeâdons , & 
plus pe cites èms un rapport conftant. De même les lignes 
N V, VC , CN = CM,& VM font plus petites que 
les lignes Y Z , CZ, CY, ZB doht el!es font les projec- 
tions., Se celajdans un rapport conftant. Mais dans le cercle 
les quarrés des ordonnées x Z font égaux aux produits Z B x 
Z Y des abfciffes ; 'donc dans rÈllipfe les quarrés des or- 
données S V font aux produits des abfciflçs NV x VM 
dans un rapport conftanti Si , par exemple , dans l'Ellipfe 
les quarrés des ordonnées elliptiques (ont la moitié des 
(Quari es des ordonnées circulaires coihfefpbndantes , & que 
les produits des abfcilTes dans TElIipfe foient le quart de 
ceux du cercle , lés quatrés des ordonnées de l'Ellipfe fe- 
ront le double des produits de leurs abfciiles ; en général 
Ton aura (SY)" :NV- VM ;ï (QC)* : NC- CM , ou 
V* : aa-^xx :fhb: aa , en faifani S V = y , CV =«= x, 
M N «a » tf , & par conféquent M V ««tf-f-*>NV-=« 

a — X, QC— t. Donc y* -«• — (aa — xx). Cette 

^ ""■ aa ^ 

«néthode eft auffi fimple ^u'élégante« 
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r^ - ^ — — - ..- . 

lÊme que tous les Diamètres de rEUipfe ccoienc 
partages en deux parties égales par le centre ; or 
c'eft ce qui eft évident , car en tirant ( fig. 16. ) 
l'ordonnée MF & fuppofant GF = CP , lori aura 
par la propriété de rEllipfe P/n = FM, & les 
triangles rectangles C F M , C P /» auront deux 
côtés égaux , par conféquent leurs hypochcnufes fe- 
ront égales y donc ces triangles auront tous leurs 
côtés égaux auffi - bien cjue leurs angles ; donc 
m CM fera une ligne droite , & le Diamètre m M 
fera divifé en deux parties égales en C. 

Corollaire I. 11 fuit de ces Théorèmes que 

J^ = ±1 - )/\^^—^'') dans l'EUipfe , & J = + ^ X 

\/{x^ — a^) dans l'Hyperbole ) donc à chaque 
ordonnée politive il répond une ordonnée négative 
égale ; donc dans rEllipfe loznlo ^ &c dans l'Hy- 
perbole (fig. 1 1. ) //7z = /72 0. Ce que nous favions 
déjà pour l'Hyperbole. 

Corollaire IL Puifque Téquation aux Dîa-» 
mètres eft la même que l'équation aux axes , il eft 
aifé de voir que l'équation par rapport aux Para- 
mètres & aux Diamètres conjugués font les mêmes 
que pour, les axes , & que les propriétés des Dia- 
mètres font les mêmes que les propriétés des axes 
en tout ce qui ne regarde pas les foyers. ^ 

Corollaire III. Si l'on fuppofe l'abfcifle^ =: o^. 
on aura pour TEllipfe y = + ^ ; mais en fuppo- 
fant X zzLu dans THyperbolé , on a j = o ; donc 
THyperbole pafle par les extrémités d^ D du Dia- 
mètre ^D. . 

5 3. Théorème. Si des extrémités n ^ M (fig.i(>.) 
des deux Diamètres conjugués on mené les ordon^ 
néc^ ml? y n 71^ au grand axe d'une EUipfe^ le quarrc 
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d'une des abfcijfes C \ comprife entre le centre C 
& une des ordonnées ^ ejl égal au produit des abj^ 
ciffes AP X Ptf de Vautre ordonnée. Car fuppofaiic 
n\^\ y les triangles Pmt j n:[C femblables i 
caufe des angles alternes internes nCP , mtC 6c 
des angles droits î & P , donnenftp* : 'Ci : : ¥m* : 

^* j ou en faifant rP = Sj Ci=: u j S^ : u^ Il 
y^ : :^^:i a^^x- : a^-'-u'^ donc S*:z^*:; 
tf* — ;ç'^ : a* — a* ; donc ( en mettant S x à la 
place de a^ — a:* (40.) & alternando ) S^ : S jc 
: : «^ : a^ — tt*. Ou en divifant les deux termes 
de la première raifon par S & les multipliant par Xy 
Sa: : a:^ : : tt^ : 42* — - «* , & en compofant , Sx* : 
a:* -H Sa: : ; u^ : d^ , ou alternant , S a: : w* : : at* -H 
^x \ a^\ mais a* == a:* -H S a: (ce qui fe déduit 
facilement de l'équation (40. ) Sa: =; a*— x*; j 
donc tt* = S X = ûa — a:* , & a:*= û* — u^. 
Corollaire I. Parce que de l'équation à TEl- 

lipfe >'* = -r C'^* "" -^^^ ) o^ pe^t ^îf^r -^ = ^* 

— x^ y en multipliant par a^ Se divifant par b^ , il 
eft évident que pour l'ordonnée n:[ (:f) on aura 

^~ = a* - z^* = ^S d où l'on tire b^ x' = 

:{* û* , ou ^a: = :j^z. 

CojpbLLAiRE II. Ayant tiré C Y perpendiculaire- 
ment fur mr j les triangles C:[n ^ mCY, fem- 
blables parce qu'ils ont un angle droit chacun , & 
les angles en C & r égaux , puifqu'ils font alternes 

internes , donnent nCminCt (—) ( 40. ) : 



_î- 



,2 



CY; donc Cn X CY=Î^— j mais a^zz bx ; 



X 



donc Qn x CY=: ai j or en tirant ns parallèle 
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à.Cm j on aura le parallélogramme mCns fak 
fur les demi-Diametres conjugués :=z Cn x C Y ♦ 
z=zab i donc le parallélogramme fait fur les demi- 
Diametres conjugués de l'EllipJe eji égal au rec- 
tangle des demi-axes ; & par conféquent lepartillé" 
logramme des deux diamètres conjugués quelconques 
fera toujours égal au reclangle des axes. 

Corollaire III. Si le point \ tombe fur le 
point P , les ordonnées ^ & :{ feront égales , & les 
demi-Diametres conjugués Cm ^ C/z étant les hy- 
pothénufes des triangles redangles égaux CPa^z^ 
C /2 ^ j feront égaux , & l'on aura CP=C;fj omx 
zizu^&c x^z=: u^. Subftituant cette valeur de u^ dans 
l'équation «* = a^ — a:* ( Théorème précédent ) ^ 
Ton a a:* = a^ — X* , ou x^ -f- ** = a* , ou 2 «:» 

= a^ ; d'où l'on tire x^ ^ax- Se a : x ::x : -m 

Ainfî prenant C P moyenne proportionnelle entre 
la moitié & le quart de Taxe , & faifant pafTer une 
tîouble ordonnée par le point P , cette ligne déter- 
minera les deux points par iefquels & le centre C 
on mènera deux Diamètres conjugués égaux. De 
plus parce qu'il n'y a de chaque côté du centre C 



a 



qu'un feul point qui donne a: x II x : ■- , &: que 

chacun de ces points donne les mêmes Diamètres , 
il eft évident qu'il n'y a dans l'EUipfe que deux 
<liametres conjugués égaux. 

Au refte fi fur le grand axe de l'EUipfe on fait 
au centre C un angle m Cl? de 45** , & qu'on 
tire l'ordonnée mP i l'axe , on aura un des 

^ m ' ' ■ I ■ 1 " ■ I 

* Car la furface d'un parallélogramme eft égale au pro« 
Aixit de fa bafe C n par fa hauteur C Y. 
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Diamètres conjugués égaux de rEIlipfe. En effet 
fuppofanc l'angle mCP de 45°, le triangle 
CPm fera, ifoceïle à caufc de l'angle m CP = 45** ; 
donc Cw^ = CM* = a^ = CP* -H Fm* = x* -+-:v* 
( à caufe de P/72 = C P = a: ) ; donc a* = 2 a:* ; 

donc A* = — ; donc ^ : a: : : jf : - ; donc , &c. 

On trouvera l'autre Diamètre en faifant l'angle 

nCP = 45''- 

Corollaire IV. Il fuit derU que l'éciuation aux 

Diamètres conjugués de l'EUipfe y^ = -^ (a*— :c*), 

en faifant Cm z=: a j Cn = ^ ^ fe réduit à j^* = 
û* — a:* , dans la fuppofition des deux Diamètres 
conjugués égaux ; or cette équation eft la même 
que celle du cercle ; donc l'on ne peut être sûr que 
cette équation appartienne au cercle , à moins qu'on 
ne fâche fi les ordonnées font perpendiculaires au 
Diamètre. Dans le cas contraire l'équation eft à 
l'EUipfe par rapport à fes Diamètres conjuguée 
égaux. 

54. Théorème. Dans i* Hyperbole ( fig. 11.) le 
parallélogramme des Diamètres conjugués eft égal 
au recianglç des axes. Car (44. )CK = <2K = c:3 
& Cy .dy = x.y =:c^ (44.) =CK xaYiy ce qui 
donne C K : Qy \\ y d : aK'^ donc les triangles 
C^Kj Cyd ont les côtés qui comprennent les 
angles K ^ y { égaux à caufe des parallèles aK^ 
dy ^ ) réciproques j or fi par ûf & tf j on conçoit 
tirées les perpendiculaires dt* ^ at fur. les bafes 

* Car à caufc du pajallclogramrae Qhax ^ Ton a K<f 
■parallèle aCx^ ot dy eft auflî parallcîc à rAfymptote Cx^ 
donc , &c* 

de 
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de ces triangles , les triangles i'y dj taK auront tui 
angle dfoic. en f ' & r ^ & de plus les angles en y 
ScK égau%> ce qui ks rend femblables^ donc^^«* 
aULllde' : at; donc CK : C^' :: dtf : at ; U 
CKx^r = Cj X dt' i or CK x at eft égal au 
triangle CàY double de ûCK (à caufé du fommct 
commun tf&deCY=zCK (48 >. De même 
Cj X ^r' eft double du triangle Cyd^:z dCi; 
donc il eft égal au triatkgle Cdr^ douWe à&Cdij 
à caufe de Ci =: ir (caries triangles rCsj rdi 

donnent rC : rill rs ; rd t mais rdz:± — : donc 

a ' 

r i = Ci î== rfjr ) j donc le reâangle C ^ Y a des 

demi-axes-, double du triangle QaY ^ çft égal au 

parallélogramme Ckdr fait fous les der^-Dia- 

mètres conjugués C A j Cd ; donc le rectangle .des 

axes eft égal au parallélogramme des Diamètres 

conjugués , ce qu'il falloir démontrer. 

55. DÉFINITIONS. Sipar mi point r d'une ccwibo 
quelconque on fait palier un cercle mirp dont le 
centre n foit fitué fur la ligne rn * perpendiculaire 
à lacourbe ( £g. 18.)^ qui ait en ce point U même 
tangente que la courbe & tel qu'un cercle décrit 
avec un plus grand rayon pafle au deiffus , tandis 
que le cercle décrit d'un plus petit rayon paffe au^ 
deffbus d'un petit arc de la même courbe pris de 
part & d'autre du point r > ce cercle sappclle cercle 
ofculatcur^ fon rayon eft dit rayon de courbure (parce 
que ce cercle a la même courbure que le petit arç 
de la courbe dont nous venons de parleF ) , rayon 
du cercle ofculateur , rayon de la développée. 

5(j. Lemme. Le Jinus verfe p a = x d'un arc éva^ 

* On n a pas décrit le cercle entier , pour ne pas embrouilf 
1er la figure. 

Tome II. D 
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nouijfant ( ou infiniment petit) ma y eft égal au 
quarré de tçrdonnéc divifé par le Diamètre (fig^iyOr 
car Tm' =zy'^ t=zpa xpA = x X {tm-- x)^ 
en faifant le Diamètre da cercle s=s im j >ionc 

X == -^^ r- = — . Parce que x écaiit une quantité 

%m — X im ^ * 

infiniment petite , on peut, fuppofer x/w — je j ou 

Ap = A^. 

57,THEORiME. Dans l'EUipfe & l* Hyperbole 

(fig. iS Se i^.) faifant le Diamètre rgz=:igj fon 

conjugué h^ = lA ^ le rayon vecteur fr ^=:r^ le 

rayon de courbure rn au point r zz: m ^ la perpen-^ 

diculaire rq au diamètre hH ^^ q j la perpendicu'^ 

làire ft abaiffée du foyer f fur la tangente = r , 

l'ordonnée l'[y Ix j luz=Ly *. La ligne r:f {finus 

verfe de l'arc Ir) z=:y. Je dis que le rayon de courbure 

m efl s=i -^. Les triangles rx:^^^ rCq femblables, 

parce que A H eft parallèle à l^ { 41. ) ordonnée 

au diamètre r g , donnât r x {x) : r^ (-^j j 

Lemme précédent, :: rC {g) : rq (q) y d'où 

» y* 

Ton tire x.q = ^-^^ , multipliant par m ic divi- 

fant par x.q il vient /Tzass-^-^j or ^* : tg.x 

ip x^ ( en comptant les abfciflès depuis l'origine 
du Diamètre , & prenant le figne — pour rElIipfe 
& le figne -H pour l'Hyperbole ) ! ! A* : ^^ , ou 

en négligeant x^ ** , y^ : ig.x :: h* : g^ , d où 

^ Ces lignes oe diiFërent entfeUes que dune quantité 
infîninienc petite par rapparc à elles i ain/î on peut les fup* 
pofcr égales, 

** Parce que jc* eft un infiniment petit da fécond ordre , 
^u'on néglige devant x ^ jc inâuimcac pccic du premier ordre« 
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Von tire y^ = -^-j — . Subftituant cette valeur dey* 

dans la valeur de /w & rcduifaiit il vient m =z —i 

donc , &c. 

Corollaire I. Puifque A.^ , c*eft-à-dire le pa- 
rallélogramme des demi-Diametres conjugués eft 
= û . A dans rEllipfe & l'Hyperbole , ainfi que noui 

1 avons vu ci-deflus , Ton a A = -^ ^ A* ss= — '-^. 
Subftituant cette valeur dans ;«=-—, Ton aura 

Corollaire ÎI. Les triangles rft j rdq fem- 
blables , i caufe des angles droits t 6c q ^ ôc de$ 
angles alternes internes en d ôc r dans l'Ellipfe , 
tandis c[ue dans THyperbole qdr =s=: drt ( fon 
alterne interne) = er [(^6.) ) y donnent rq (q) : 
ri/ = a (49.) :: ft (r) : r/ (r) , ou j: ^ :: 

r ; r ; donc q == — , & ^^ = — j- j doîic en divi- 

fant à^ A* par cette valeur de q^ , l'on aura m =: 

—7— = — r- ±= î- X T , parce que - eft la morne 

du paramètre , ainfi qu'on Ta vu ci-deflus. 

Corollaire III. Puifque h.q^=:za.by Ton a ^ = 

él.h « ,. .- , , ^.^ ., . A» A» 

-7- ; & divilant A . A par -r- , il vient ;» =5 — = --7^ 

Corollaire IV. Si du centre C d*une Ellipfe 
ou d'une Hyperbole ( fig. zi & 11. ) on abaiflèiuc 
la tangente r r la perpendiculaire C /2 , & du point 
r la normale rE , les triangles C nT , E r P rec- 
tangles l'un en P l'autre en ni ayant de plus 1# 

D 2. 
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angles en E & T égaux ( parce qu'ils font complé- 
mens de l'angle t dans rElHpfe , & complcmens l'un 
de Tangle.C tn^ l'autre de l'angle rtE dans THyper- 
bole , lefquels angles font égaux étant oppofés au 
fommet ) , font femblables ; donc Cnr=x rq (à 
caufe des parallèles entre parallèles ) : CT i: rP = 
Cp : r E ; donc r ^ x r E =. Cp x C T ; mais Cp 
X CT = *' i puifque *Cp:Cb:: CA ;CT; donc 

rE = -r-,&^=— r=Tr» en faifant la normale 

q ' •* r E M 

/E = M i & enfin q^ = ■— . 

Al» 

Corollaire V- Subftimant cette valeur de q^ 
dans la formule m = ' . Ton a /» = — ^^ — . 

qi p^ * 

Corollaire VI. Il fuit du Théorème & des 

^ 11 • f t 1 k* a^ b* p 

Colloraires précédents que m ss=z — - == — j— z= — 

X -^ = — r = ■ ; donc pour im autre rayon de 

courbure N par rapport à un autre point, l'on 

idoncmiN:: -:;r-:: ^r'TTT^^'^ ~ ^ .T • - 

X rrr :: -7 : --T :: -77- 2 — H" > *^®« divifant les 

valeurs correfpondantes de /n & N par leur multipli- 
cateur commun entier ou fraftionnaire > on verra que 

1 ■ î — «i I ' " " 

* Car Tcxprcffion — ( 41. ) donne y :B x; B: €t , ou 

Cp i CB :: C^ 5 CT. 
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les rayons de courbure font entr'eux comme les quar- 
rés des demi-axes conjugues correfpondants , divifé^ 
par les perpendiculaires abailTés fur ces demi-axés , 

comme —.,—., c'eft-à-dire , en raifon inverfe , 

du cube de ces perpendiculaires , comme les cubes 
des rayons vecteurs divifés par les cubes des per- 
pendiculaires abaillees du foyer , d'où part le rayon 
ve6teur fur la tangente , & comme les cubes des 
normales cirées du point de contaft jufqu'à la ren- 
contre de Taxe. 

58. Théorème. Dans la parabole (fig. 20.) 

on aura m == = — j — {a eft le quart du pa^. 

rametre ). En effet I0 triangle k r at eft ifocelle i, 
caufe des angles en x & u égaux à lears alternes 
mr X y fro i or ces derniers angles font égaux 
entr'eux (loO; donc le triangle «rx eft ifocelle 
& donne rx :=iru. Maintenant les triangles *rft , 
rif a étant reâangles en f & ^ , & ayant les angles 
enu&c r alternes internes font femblables & don- 
nent ru = rx {x) : ^r \~^ \: fr (r) : ft (t), 

d*où Ton tire j^.r = > ou en multipliant par 

y*, r 
m &divifantpar^.r, mas ^j or (par le il® 17.) 

y * == ar • P , & P 5=s 4 r , ou 4 fois la diftance de 
^l'origine du Diamètre à la directrice (i.)> donc /72=s 

tLllz=i^^. Maiff (parle n® 14,) Tt* = r* b=bs 

fa X fTrss fa Y,fr (par le n^ 10.) , oit r* ssâ 
«•r; donc en multipliant par a .r & divifani 



Digitized 



by Google 



54 Cours de Mathématiques. 

^ ^-li- ~ "' • ' "" 

par r , l on aura m === = — = — —^ 

Corollaire L Donc les rayons de courbure 
dans la parabole font entr'eux comme les quarrés 
des rayons vèdteurs divifés par les perpendiculaires 
abaifféçs du foyer fur les tangentes aux points où 
aboutiflfent ces rayons , & comme les cubes de 
ces mêmes rayons divifés pat les cubes des per- 
pendiculaires corrrefpondantes. 

Apres avoir parlé des propriétés des Se6kions 
Comques , par rapport à leurs axes & leurs dia- 
mètres , il nous refte i parler de leur furface , & 
de leur dçfcription. Quant à la furface de la para- 
bole, nous l'avons déjà trouvée (iî.)« Nous avons 
vu aufli (34.) que celle dei'EUipfe dépend de la 
quadrature du cercle > mais l'on n'a pu jufquici 
trouver, que par approximation celle de THyper- 
bole , en fe fervant même du calcul intégral. Nous 
en parlerons dans la féconde Partie de cet Ouvrage. 
Panons donc à la defcription de§ Seftions Coni- 
ques , & comme nous favons déjà décrire la para- 
bole ( 18.), nous allons donner la méthode de 
décrire TEUipfe Se THyperboIe. 

59. Problême. Décrire une EUipfe ( fie. ^4,). 
Attachez en f Se ¥ les extrémités d'un mfm F 
5= Atz >/F , & fâifant tourner le ftile m en 
tenant toujours le fil rendu , on décrira une EUipfe. 
En effet la fomme des lignes menées du point m à 
chaque foyer fera par-tout égale à la longueur du 
fil ou au grand axe A a ; donc (ij.) la^ courbe 
décrite eft une EUipfe. Si la diflance des foyers /F 
devient o j^^c*eft-à-dire fi /tombe fur F, la courbe 
fera un cercle. Pour l'Hyperbole ( fig. i J . ) > a^^* 
chez le bout F » d'une règle m F mobile en F , ei^ 
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force qu'elle puide toarner aucour de F, Se en f 
le bout d'un ni fm D , dont Tartre bout foit atta- 
ché à celui de la règle F/w. Si la différence ^<les 
longueurs de la règle & du fil eft égale à Taxe A a , 
il efl évident que le ftile m qui tient le fil tendu, & 
fa partie /nD collée contre la règle , décrira par fon 
mouvement l'Hyperbole am ; puifqu'on aura tou- 
jours F /w— m/=zAa propriété (ij.) de THy- 
perboJe. 

On peut auflî décrire rEUipfe & THyperboIe de 
cette autre manière. Ayant pris - fig. 14 & 15.) F^i 
cgal au. premier axe & du foyer F comme centre, 
avec les rayons F/i , F/z , Sec pris, àdifcrétion , 
décrit des arcs /12/2/12 ji & du point/ avec un rayon 
fm égal à la ligne correfpondante drij^ décrivant 
des arcs qui coupent les premiers en m^mj les 
points m , m feront dans la courbe. Car F/w =5s 
T d^^ dn ^ * par conftru£Hon , ou Vm -f-.dnzs 
F m ^fm =: Vd; ec ¥d èft égal au premier axe; 
donc , Sec. 

Remarque. Dans TEllipfe le rayon F/ï ne 
peut être plu& grand que ¥a^ Se dans rHypcrbolê 
ron ne peut faire F/î < Ftf j autrement les arc$ 
décrits des points F , / ne fe rencontreroient pas j 
m^ dans la fuppofitîon de F/x =s Fâ , ces arcs 
fe toucheront en a. 

60. PROBtiMB GÉNÉRAL. Décrifc Us ScSions 
Coniques y Parabole , Hyperbole & Ellipfe par une 
même méthode ( fig. iG y 27 6* 18. ). Sur une ligne 
indéfinie a s élevez la perpendiculaire sb ^ par le 
point â & le point b tirez la ligne abd ^ faites 

: * Lç fignç fupéiicut cft pour FElUpfc , & rinféricm pour 
THypcrbolc, 

D4 
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sf SBS si;, & ayant mené tant de droites pd y pd 

3ae l'on v^cm^ra perpenc&ulairement à l'axe sp:^ 
u point fj co^^me centre , avec un rayon égal à 
pi y décrirez un petit arc qui coupe cette pd en my 
le point m fera i une feiftion conique. En effet- fi païf 
k point a on mené a g perpendiculaire à ^ j (que 
riôus appellerons /^ïZ)ireSrk€)i à caufe du triangle 
a si Ifocelte dans la figure i6 s iVwi aurachacpie pd 
égale à fa correfpondante //tz zzp a z=. mg; donc 
dans ce cas la courbe eft une parabole ( i. )• Si a ^ 
eft plus grande que sb ^ l'on aura l'Ëliipfeé Car fi 
par le point /Ion tire k ligne /& , ftdfant un 
angle de 45^ avec jS , & que du point h où CGttà 
ligne rencontre la ligne et h » on tire la ligne A SB 
(ng. 17. ) ^ le point S appartiendra à la courbe, fin 
efet /Sc=a SA à caufe du triangle ifo^selte AS/. 
De plus il eft vifible qu^en prenant S A=?=î ^ tf > &r 
SB = j3 j & tirant la ligne ABD> les f D 
(roilîént autant en s'éloignant -de S, que les /?rf 
en s'éloignant de s ; de manière que deux/^Dj 
/•4!^ j dont Tune eft autant, éloignée de S , que 
Taucre l'eft. de^ font égaies , &: leur femme ^ft 
une quantité conftante \ ot A S -1- BS «±fc /S-t- 
^isz/S-f^/^sr iS; donc fm -+- F/« {en fiip- 

]Jo{àntFS=:/j), = /7 7irf-h7?MD=£:jS*,C^ft- 
à-dire la fomme des diftances d'un point m aux 
foyers de la courbe eft égale au premier aixe jS ; 
donc ( ij.) la courbe décrite eft une EUipfe. Si 
as eft plus petite que jA (fig. 28.) 5 en tirant fk 
de manière que l'angle s fh foie de 45** , on verra 
aifemefitque AS = /S, Se que le point S appar- 

^ Ce qui ^ vifibit en prenaot ihsa^ sa ^ xK poax 
diicdlrice. ' . _ . 
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tient à la courbe décrite. Faifant FS =:: /^ , A S = 
as j SB z=: sb ^ Se tirant la ligne indéfinie AB , 
t>n prouvera facilement que chaque F/z étant prife 
égaie â ^ D , tandis que chaque jn correfpoiiclante 
eft égale à chaque pd correuwndante , on a tou- 
|auts pd-— pD ^ Dd ^ jn — V n; or lorfque 
le point n tombe en S , Ton a/«^FS = FS — 
fszzSs; c'cft-à-dire que la courbe S« eft telle 
que la difTérence des diftances de chacun de fes 
points aux foyers /F eft égale à Taxe s S ; donc 
cette courbe eft une Hyperbole ; or la court)e s m 
ftft évidemment ^gale à la courbe S » ; donc ces 
deux courbes font deux Hyperboles conjuguées , 
c'eft-à-dire que la courbe décrite eft compofée de 
quatre branches qui font cenfées ne faire qu'une 
feule ^ même courbe. 

Rémarque I. Acaufe de l'angle A/S 3=45*== 
hap y l'on a A/ parallèle à û^ (fig. i<^.) ; donc 
ces deux lignes ne fè r^icontreront jamais ; ainfî 
le point A & le point S corrèfpondants difparoiffent; 
donc le point S n'exifte point ; c eft-à-dire que l'axe 
de la parabole n'eft point fini \ donc cet axe eft infini. 
Remarque IL ^ sa, étoit infiniment plus 
grande que s h 'sz sf^ les /m feroient cenfées 
égales par rapport z sa ^ ainfi tous les rayoïîs vec- 
teurs feroient égaux , & k courbe feroit un cercle. 
En effet c*^eft ie rapport de^^à^iz, ou (à caufe 
des triangles fembkbles as b ^ a pd ) de pd i 
pa OM m g qui détermine la nature de la courbe , 
de manière que les ffn font dans le rapport des 
tng ; or \ts m g font cenfées égales dans le cas 
de ^a CS3S 00 ^ donc alors les pd om fm font, 
égales , ce qui arrive dans le cercle où les tayons 
foiu: égaux* 



Digitized 



by Google 



58 Cours de M athé*«atiques. 

Corollaire I. Donc une courbe dans laquelle 
les diftances de chacun de (es points m au foyer jT 
& à la dire<5trice a g fonc en raifon confiante , eit 
une Sedion Conique \ & cette Seftion conique eft 
Parabole , EUipfe , Hyperbole ou Cet Je félon que 
m g eft par rapport à. mf , égaie , plus grande , 
plus petite ou inânie. 

Corollaire - IL Etant donnée la dire<5krice , un 
point P2 avec le foyer/ (fig. i8.) , il fera aifé de 
décrite la courbe j car tirant les perpendiculaires 
mg , mg 5c les rayons vedeurs fm ^ f m ^ &c di- 
vilant af en deux parties telles qu'on ait m g: 
•f m II sa : sfrz. s b ^ c*eft-à-dire' divifant fa en 
parties proportionnelles aux lignes mg y fm , & 
prenant s f pour le quatrième terme dcr la pro* 
portion , on aura le fommet s de la courbe. Si i'on 
mené s b perpendiculaire fur as y & égale s f Se 
qu'on tire l'indéfinie a b y on pourra enfuite dé- 
crire la courbe comme nous venons de le dire dans 
le Problème précédent ; de manière que toute la 
difficulté confifte à trouver le point s. Soit le rap- 
port de fm à fa correfpondante m g égal à celui de 
a : b yh, ligne connue afzzCy la partie sfz=,x; 
donc s a =. c ^ X. Mais parce que fm : m g : : 
a : b ^: fs zz sb : sa , Ton a la proportion a: 
i :: X : c ^— a: j ou ( componendo ) a^b : al\ 
X -+- c^ X z=. c : X. Prenant donc une quatrième 

f)roportionnelle aux lignes connues a -t- ^ > ^ > ^ 
'on aura x zzfsy^&c par .çonftquent as &:le 
point s cherché. 

6i. Problème. Etant donné le foyer f & trois 
points m j m' ^ m" d*une ScSion Conique , décrire 
la courbe (fig. 29.)- Ayant tiré les cordes mné ^ 
m! m" ; cherchons deux points de la directrice agx^ 
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Pour cela fok mg^ss^ x^ mm' '=z d ^ fzifonsfm: 
frrl \\a : b \\ mg : m' g l\ x : d ^ x ; donc 
( dividcndo )b — a : a\\ d ^ x '^^ x ^=x d : x. 
Prenant donc m g quatrième proportionnelle aux 
lignes b -^ a ^ a ^ d on aura un des points de la 
direûrice. Maintenant fuppofant m' x z:: y Se m' m'' 
= g , en fàifant //tz' ; fm" ::i : c ::y : m" x = 
y '^ g j Ton aura (fubtrahendo ) c— -i.-^rij-H 
g — -^ sssig : y. Prenant donc fur m^' m' prolongée 
m' x quatrième proportionnelle àtf— ^j ^&g> 
Ton aura un autre point x de la direârice. Tirant 
par les points g Se x rindcfinie a x , l'on aura la 
direûrice. Du foyer /on abaiflèra la perpendicu- 
laire fa fur la diredkrice. Cela pofé on connoîtra 
le foyer , la directrice & un point /tz de la courbe, 
puifqu'on en a trois par la fuppofition ; donc par le 
Corollaire II du Problème précédent il fera aifé de 
décrire la courbe , qui fera une Sedbion Conique. 
En eifFet ayant mené les lignes mp ^ m' p' ; m p" 
perpendiculaires {\xt ag ^ à caufe des triangles rec- 
tangles femblables gmp y gm' p' ^ l'on ^ gm : gm\ 
ou jm : ftri l\ pm : pm\ On prouvera de mènie 
par les triangles x m'p\ x ml* p" que fwl : fm" : : 
/;' m' : p'' m , c'eft-à-dire que les diftances de cha- 
cun des points de la courbe au foyer & à la direc* 
trice eft toujours dans un rapport conftant \ donc 
( Corollaire l du Problème précédent } la courbe 
eft une fedion Conique *. 

61. Nous allons taire voir maintenant que les 
courbes que nous avons appellées Parabole , Ellipfe 
& Hyperbole naiflent de la feûion d'un cône Bae 
par un plan i E /72 (fig. jo, 31 & }!.)• Pour le dé- 

* Ce Problème eft utile dans rAftronomic pour déterminer 
les orbites des Comètes. 



Digitized 



by Google 



6o Cours de Mathématiques. 



il 



montrer fuppofons un autre plan IL il m parallèle 
au cercle B c de la bafe du cône , rencontrant la 
première fection en ihm. Concevons un troifieme 
plan Bac qui coupe les deux premiers en K / , ôc 
AE. Maintenant prolongeant EA jufqua la ren- 
contre d de aB prolongée s'il le faut , & ayant 
mené E/ ôc d g parallèles à K / j & dans le plan 
du triangle Bac y faifons E/=: c , dgzn b ^ Ed 
9iF=-ia^ Ehs=x &c hi == j , à caufe des triangles 
femblables E A / , Ed g ^ l'on z Ed {la) : d g 

(b) :i E A C AT ) : A/ = — . De même à caufe des 

triangles femblables dEfy dhK on a dE{ia)i 
fE(c) :: dhiia-^x) (fig.30. ) , ou {la^x) 

(fig. 31.) : Ayt = ' ^ ■ m Enfin la feftion 

Kiim parallèle à la bafe du c8ne , étant évidem- 
ment un cercle , on aura ( propriété du cercle ) A K 

X /i/= Ti» * = y« ( 11.) i donc ~ X i^^^^ 

la z a 

h ex b c x^ 

î= 1 7- esc ^*j mais fi E rf eft parallèle 

à/K ( fig. 3 1. ) on aura AK = /E = c , & alors 

A it X A / 3= TA* devient — - = 2; a: = y* * len fai- 

lant — := / j équation à la parabole ( 3* )• Dan& 

. ' bc 

cette même fuppofîtioii de — acss /> , l'équation 

"T7 "^ 7^ -^^ devxent;^ =px ^ —-^ 

* I .1 ■■ Il II M... ■ ■ » '1 ■ O I • III llrt 

* i A commune fcdion des plans K m / , a m E perpendicu- 
laires au plan Bd c , eft perpendiculaire au plan Bac» auffi- 
bicnqu'àK/, 
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Certe équation eft à l'EIHpfe fi Ton prend le figne 
— , & à l'Hyperbole en prenant le figne -+- } 
donc , &c. * 

1 h* 
Remarque I. En fuppofant p = ** & fubf- 

tituant cette valeur dans l'équation y^ ssx p x Ip 

- — , il viendra^* = -jX ( lax^xx) ^ équar 

tion à rElIipfe en prenant le figne — , & à l'Hy- 
perbole en prenant le figne -+-. On voit donc pour- 
quoi les courbes , dont nous venons de parler, font 
appellées Sedkions Coniques ; mais parce que fi le 

Îjlan coupant paffe par le fommet a du cône , la 
eAion eft évidemment un triangle & un cercle 
lorfque le plan coupant eft parallèle à la bafe du 
cône : il s'enfuit qu'il n y a en tout que cinq 
Scâions Coniques , defquelles nous avons déjà 
parlé fous le nom de Triangle ^ Cercle , Ellipfe , 
Hyperbole & Parabole. 

Remarque II. La ligne Erf devient évidem-ï 
rnent d'autant plus granoe qu'elle approche plus 
d'être parallèle au côté B^ du cône , & elle eft 
cenfée infiniment grande lorfqu'elle eft enfin de* 
venue parallèle à Btf j & le pomt d eft alors cenfé 
à une diftance infinie de l'origne E de la courbe 
( fig. }i. ). On peut donc confidérer la Parabole 

^' " " I — — i^l^i— — ^, III, I ^1 , , ■ w , M 

* Sous le nom d*Ellipfc nous comprenons it cercle , qui 
ncft ()u*une Ellipfe , dont les foyers fe réuniffent au centrc.^ 

Et fi dans Téquation j^* = px — - — , on fuppofe /^ :=« 

a a , l'on aura y* = lax — ** équation au cercle , nous 
fuppofons les ordonnées perpendiculaires aux abfcifres* 

"^^ b peut ici avoir une valeur différente de celle qu'il a dans 
b c 
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comme une £llipfe»^donc l'axe eft infiniment grand. 

En effet fi dans l'équation j^* =: /^at -| , qui eft 

réquation généraliffîme par rapport au paramètre y on 
fait 1 fl = 00 , la quantité devient infiniment pe- 
tite , & Ton a dans ce cas l'équation y^ = px^ 
Si Ton fait /^ == i^ , ce qui arrive dans le 
Cercle , dans rEUipfe par rapport aux Diamètres 
conjugués égaux , & dans l'Hyperbole équilatere » 
Ton aura y^ t=s lax'^x* ^ équation au Cercle , 
ou aux Diamètres conjugués égaux de rEUipfe , en 
prenant le figne —, & à l'Hyperbole équilatere 
en prenant le figne -+-. Si l'on compte les abfcillès 
du centre , cette équation devient^* = Hh a* ^ x*. 
Si Ton fait la: ib H ib : p , l'on aura la : pli* 

4a* : 4** :: a» : A* & -^ =:^ ; & enfin p = 
— . Subftituant cette valeur dans l'équation géné- 
raliffîme au paramètre , on trouve y^ c= x 

A 

4- — x'^ y ouy = -7 xCi^^H-AT^^&enfup- 
pofant bz=.ay Ton a ^* = 1 ^ a: •+■ a:* , équation 
au Cercle & à l'Hyperbole équilatere \ & en fup- 
pofant les ordonnées obliques , cette équation ap«* 

{>artient aux Diamètres conjugués égaux de l'El- 
ipfe en prenant le figne — . On voit par-là que 

l'équation ^* = /7;<dp^ — peut repréfenter les 

équations de toutes les Serions Coniques , en y 
comprenant même le cercle. Il eft évident encore 
que le quatre d'une ordonnée eft , par rapport au 
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produit de rabfcifle & du paramètre , égal dans 
la Parabole , moindre dans rEIlipfe St plus grand 
dans l'Hyperbole. C*eft de- là que ces courbes ont 
tiré leurs noms *. 

Remarque UU Nous av8ns vu que lorfque la 
feftion Ed coupe les deux côtés du cône Bac 
( fig. 30.) dans le cône même , la feftion Eidm eft 
une Eliipfe ; mais li Tangle Eda eit=iBca=: 
Kl a ( dans ce cas la lection eft appellée fub^ 
contraire ), les triangles hhi j dKh ayant les an- 
gles en l ôc d égaux , & les angles en h .auflî 
égaux ( parce qu'ils font oppofés au fommet ) fe- 
ront femblables y donc Eh : i k llK h : dk ; donc 
Eh X d h = h l X Vi^k z=i h^i^ { çsiT h propriété 
du cercle ) \ donc E A x <f A = À 1*. C'eft-à-dire 
que le quarré de l'ordonnée eft égal au produit des 
'abfcifles dh ^ kE. Ce qui caradérife le cercle, lors- 
que les ordonnées font perpendiculaires aux abf- 
diflès , cotnme cela arrive ici. 

^5« Théorème. 5i Von coupe un cylindre Amnh 
fAT un plan k l oblique au côté ma y la ftflion fera une 
Eliipfe (fig. ?}•) **' SuppofoHS le cylindre coupé par ua 
plan kr h qui ne Toit m parallèle à la bafe ab ^ ni au 
cocé ma (car dans ce dernier cas il eft vifible que lef 
ferions ne peuvent être que des lignes droites ). Que la 
commune fcdion de ce plan avec le plan de la h^Hk ah 
foie délîgnée park ligne /P qui coupe à angles droits le 
Diamètre ab prolonge s'il le faut. Suppofons de plus le 
plan q rv parallèle aux bafes du cylindre , & encore que 
m ab n (oit perpendiculaire aux plans krh,qrp.L3L ligne r tj^ 
commune interfedlion des deux plans krh ^ qrp kisL per- 
pendiculaire au plan mnab (Géo. 81.), & par confé- 



* Parabole fîgnifie égalité , EUipfe défaut , Hyperbole ezcèf. 
** ^ous le nom d'Eliipfc nous comprenons le cercle > ^ui n'eft 
qu'une ËUipfe , donc le« axec font égaux* 
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queiu à la ligne qp mcRée dan^ ce plan par le point {; 
Ayant divifé ^ A: en deux également en g , foie gh zz: a , 
gi^ =3 x^ ir=iy y Ton aura k i z= a -f- x , k^ = a 
-— X. Faifons de plus q p ^== x ^. Les triangles k^q , 
PI à feinbiables ( à cauu qu'ils ont les angles en { op- 
pofés aa fomiuec , & le? angles tn k 6c i alternes in- 
ternes ) donnent k^ : q j^ :: A{: {/y ( componendo ) , 
ir{-f- hi : qi^h IP '' ^i* îî> ûu la : %B :: <j — 
« : ^ {- De même ona^ç: ^/f :; kr i q^, ou ( com- 
ponendo) %ai xh ;: tf -+• « : î^. multipliant ces deux 
proportions Ton a 4^»* : 4^* , ou a^ : b^ : : tf* — x* : 
^çX /'C=(''î)*=y* (par la propriété du demi-cercle 

qrp ) 5 donc y* z= -5- x (tf* — ** ) , équation à uiiC 

Xllipfe , dont le demi-grand axe =s ^ , & le demi-petit 
axe === ^. Si kh devient =: q p, c*eft à-dire £ la fedion 
devient parallèle à la bafe a b , alors bz=a 8c l'équa- 
tion devient y'* = ^j* •— x* équation au cercle. 

^4. DxFiNiTiON. Si une Seélion Conique gda ( fig. 54. ) 
tourne fur fon axe, elle engendrera un conoïde 4^/im^ 
qui prendra le nom de conoïde parabolique » tUiptiqut^ 
ou hyperbolique , félon que la fedion fera une Parabole ^ 
une Eilipfc ou une Hyperbole. 

^5. Théorème. Si ron coupe un conoïde ngmfuppofépa» 
raholique par un plan r q parallèle à fon axe, la /e8 ion fera 
une Parabole. Soit fait gh =:= c , le rayon ak da cercle 
décrit par le point a * =zr, 8c celui du cercle décrit par 
le point .d=K. Soit l h = k , la variable rp , =: 
^♦*, qk = pl = rB = x, les ordonnées au cercle , 
dont d l t(\i le rayon , égales à y. Par la nature de la 
parabole ron a_( 4.) g h (c) : ^^ (r^'l:: gl {c — h): 
rf i* : : ^ B : r ji* ; & parce que la difFcrencc des antécé- 
dents eft à celle des conféqucnts , comme un antécédent 
cft à fon conféquent , on aura c : r* :: g l '^gB:=rp 
= { .• ("îï* — rB*) = R^ — X* = >^* ( par la pro- 



^ Il faut concevoir le plan de la figure g r 4/4 perpendiculaire au 
ftlan de la planche. 

** On peut prendre rp , plu» ou moins grande ; donc n n*cft pas 
confiante. 

priété 
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*— — II * ■iiii« i' I -- Il II I ii.ifci t ■!! m^mmmammmmÊÊ^mmimmm» 

^iété dtt cercle * ) , dW. Toû htc r*;; = « X y* , o^ 

^ — X \ :=y* >' 6ny^^ss=:pl , tti faifant C. r :: r l p; 

or ccete cqnàtkm éft à une parabole dont le paramètre ^e=^, 

rab'fci^ .1^ & Tordonaée y ; «lôm: la fcâion r^ faite parai< t 

leicment à 4*axe eft une patabotew 

^^. t*H£OR£ME- Sila<ourke généiénric* g^a €ft un 

qMiart d Elïipfe , je dis queîàfeiHoH r^ faite pârkiUUtheâi 

.Jt taxe Jcraporùon ^nne EWffe y d4>nt les axes feront en 

mime taijon que ceux de la c<mrhe génirAtrke. Par la na» 

ture de r£llipre l'on a ( g ^ )* ou c^ ( c*cft le, ouacré du 

demi-grand a»e ) : [^hf (,r^)ii{ghf -^{jlfts:: T-w 

JXch ( c*eft le produit des abfcifTçS) ce qu'on verroïc 

aifémenc en prolongeant ^^ jufciu'à l'autre Tomnct de 

TEllipfc 5 car Tautie moitié "du grand are tfftzrr-^ >*: 

idl)UK'):i (ghr-{Bà)^ = (c'^Y) :(Br)% 

ibu x^ ; ^ en divifam , r* :r* :: ^**^A* : R» — - *• 

y* 
«= y* s donc y* = — x ( t* —il*) » équation à une El- 

lipfe dont le demi<^xe rq tctoit ^= X» rabrciAe = A, ic 
dont le demi-grand axe eft au demi-petit axe comme c : rK 
ïaifant donc c* i r^ : : ^* = (r^/ : 3* , on aura h^ =ca 

' — r- > & ^ = —^ , t*eft-à-dire qu'on crouvcm te demi* 

^ . . . ^ ■ • 

petit axe de cette £Uipfe , en| prenant une quatrième prq» 
portionnelle .aux lignes g b ^ ha ^ r q. Cette propofîtioa 
cft utile |)our calculer le volume d'eau que doit déplacet 
Un vaiflcau lorfqu'on fugmente fa cKarge. 

67. T R ix> R E jM fc. Ta feêion r q fera Une Hyperhole ^ 
fi le Cdnoîde efi iiyptrhohque. Car foitg/le demi-premict 
«ixe de THyperbok gënératirice ±= ^ , le iècond demi-axe 
fb =& it.';Soit r/? ï=2:-ç , qui dcYknt rq lorfque dl fe con- 
fond avec ah ^ fk ::=: c , /B 3= i/. Par la propriété de 
l'Hyperbole , a^ : ** : : tf» — a* ; r* i: c* -r %ch -^ 
>» — tf»:R* :; c* — icifc4-^* 1C{ -f. iAî-4^ 



(v/ / «^ ^ ^) as j^^ , en eopcfiraqt une ordoiuiée jr au Diamocrt dm ^ui 
irencofitre ce Diamètre en ^« 

Tome IL È 
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■ I l » ■■■ ■' '■■ ■ f '■' - ■■ II——— 

ç* -^ a* ; «* 9 & en divifanc , a* : ^1 : : ic{ — i A r — - 



x'// ; donc zc{ — zi^'=iz xfi xç,&xc^ — xht 
_ î» = ( i// -. O X l = ( i// - B/ ) X j = 
(t/B H- B/:) X.^ «s (i/B H~{i X {'(.à caufc de 



#*:A*::xi/{+î£:/,&/=^X(xi/t+i*),équa. 

'tion à un« HypcrKolê ,' dùtit rtbfcifre comptée depuis le 

-femmet e(l srr: ^ , le premier aie = i </ , & le rappon du 

-^arré du demi^premier aie à celui du demi- fécond axe (que 

j*appeîîeraî==j^) égal au rapport duqaarrédu deini-j. ramier 

•MV^ii quarré du demi-fecond axe de r.HyperboIe généra- 
- ■ 1% jî ' 

tricc. bôûc oa aura 4* ; i* : : df' it^zss, — ^^ j donc g =a 

'h d hd 

w— 1 doûc on aufa « : :* t : d : — _ C'eft^à^dite qu'on 

tfouTcoa ie fixond denn^axe g en prcnanr iuie~\jaatriefine 
proportionnelle aux ligues a ^ b ^ d. . 

Remarque. Nous v'crrons dans la fuite que toutes 
les Paraboles font des courbes femblables , que les Ellipfes 
dont les axes font pioporiionnels font auui des courbes 

Jcuiblablesj & quMenelWe même des Hypetboles s donc 
en coupant un Conoïde parabolique » elliptique , ou hy- 

*|^it>olique , engendré par la révolution de fa courbe au* 

'tour de fon premier axè , il en xcfultera une courbe fem- 

-biable à la courbe géTiérâtricé. 

^8. Problème. Cuber un Conoïde parabolique 

"m a g ( fig. 3 5. ) j formé par la révolution de U 
parabole autour defonaxe* Si Ion fait attention 
que dans la révolntîon At >ia courbe autour de a bj 

•<haqiae. ordonnée p n décrit un cetde i on verra 
aifétilent que les cléments du paràbotoïde font des 
cercles , qui depuis le fonimet a vont eh croiflant 

«Hnn^e fes quarfés tlei ordonnées ; t:'eft-à-dire 
comme les abfcifiçs 4/^,. tf/^, &c. En fuppofanc 

.ces abârîâès «n p«x>greffion arithmétique -}- o. i. 
2. ^ . &ç, ( Ton fuppofe la première infiniment 
petite , ou c=5 o , ou <= -^ par rapport à la der- 
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niere ) , les quarrés des ordonriées feront comm^ 
les termes de cette progreflkm , & le fblide <:herché 

ïera = -^, Car par la propriété de la progreC- 

fioii , en fuppofant «= A le dernier cetcle , ou le 
cercle de la l>afe , & = ^ la hauteur du conoidê 
( b repréfente le nombre des termes de la progreft 
(ion -4- o. i. !• 5. 4» 5. - .. A ) j la ibriime dei 
termes, ou le folid« cherché fera (ôH^AJ).* 

~ — "^ > puifque la fomme d'une progteffion anithi- 

métique eft égale au produit des extrêmes par la moi- 
tié du nombre des termes. Mais A,A repréfehte un 
cylindre de même bafc A & de même hauteur b que 
le conoïde ', donc un conôïde parabolique fermi 
par la révohirion de la parabole autour de û^n axe» 
eft la moitié d'Un cyUiidre de même bafé & de 
ïnême hauteur. 

(î^. PHoBiEME. Tt&uvtr là foliiitc dé VEllip- 
foïde ^ bu cuber l^Eiiipfàïdc ( %» ^. )» Si loik 
conçoit qtt*im cercle décrit fut le grand ax^ d'Uné 
Ellipfe tourne autour de cet âice a A ^ auffi-bién 
que rElHpfe , les ordonnées du cercle détriront des 
cercles qui feront auic- cercles décrits pat les or^ 
données correfpondantes de TEUipfe , comme les 
quarrés des ordonnées du- cercle aux quarrés des 
ordonnées de rEilipfé ( car les cercles lont comme 
les quarrés de leurs rayons) , c*eft-à dire, comme le 
quarré'du demï-grahd axe au quarré du demi-petic 
axe ( voyez le n^ 5 4. ). D'ailleurs le nombre des cer- 
cles (qu*il faut concevoir d'ulie épaiflèur infiniment 
J^etite) qui formeht lafphere engendrée par la réVo*- 
lutiôn du cercle , eft égal au nombre des cercles ou 
cléments de rEllipfoïde ; donc la fphere décrite 

E 1 
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par le cercle dont le diamètre eft égal au grand 
axe de rEUipfe , eft à rElIipfoïde comme le cjuarré 
du demi-grand axe au quarrc du demi-petit axe. 
Mais fi Ion conçoit deulc cylindres de même hau« 
^ur , dont Tun ait pour rayon de fa bafe le demi-i' 
grand axe , Taucre le demi-petit axe , ces deui^ 
cylindres feront entre eux comme leurs bafes , oa 
comme les quarrés des rayons de leurs bafes , c'eft- 
à-dire comme le quarré du demi<-grand axe de VEU- 
lipfe au quarré du demi-petit axe ^ donc la fphere 
eft à rElIipfoïde , comme le cylindre circonfcnt à la 
fphere , au cylindre circonfcrit à rElIipfoïde , ou 
( alternando ) la fphere eft au cylindre qui lui eft - 
circonfcrit , comme TEUipfoïde eft au cylindre qui 
lui eft auffi circonfcrit \ or la fphere eft les f du 

Îjrcmier cylindre ; donc rElIiploïde eft les -f du 
econd \ donc rElIipfoïde vaut les ~ d'un cylindre ^ 
dont la hauteur eft égale au grand axe , Se dont le 
rayon de la bafe eft égal au petit demi -axe de 
l'EUipfe génératrice. On démontrera par un raifonr 
nement lemblable que l'Ellipfoïde , engendré par 
la révolution de rEllipfe autour du petit axe , eft 
les I d'un cylindre dont la hauteur eft égale au 
petit axe , & dont le diamètre de la bafe eft égal 
au grand axe. 

De quelques propriétés de t Hyperbole , & d'une belle 
propriété de la Parabole , de tEllipfe & de VHy^ 
perbole > dont nous n avons point encore parlée 

70.. DÉFINITION. Si Ton prolonge les ordonnées 
dy à Tafymptote d'une Hyperbole parallèles à Tautre 
afy mptote (fig. 3 <j .) jufqu'à ce que j' h z=,y d , & qu'on 
fafle la même choie fur les autres^rois branches des 
deux Hyperboles oppofées, fi par tous ces points 
on fait paflèr des courbes Abp ^ oB h' ^ on aura 
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Àqvlx Hyperboles qui feront conjuguées zut deux 
premieres-a (/ , A D & réciproquement, & dont les 
axes feront; les mêmes , avec cette différence que le 
&cond axe des premières fera le premier , & le pre- 
mier des premières Hyperboles fera le fécond axe des 
Hyperboles conjuguées. Pour prouver que ces cour- 
bes font des Hyperboles , on remarquera que dy = 
hy 3 Se parce que Cyxdyz=: CK* = c* (44.) , on 
aura de même Cy xyh^==z x.y = c*. 

Corollaire. Doncy = — j^ pour Tune & Tau- 

-, * 

tre branche ad ôcikj c'e(l-à*dire que les ordonnées 
aux branches correfpondantes des Hyperboles conju- 
guées font en raifon inverfe de leurs abfcifTes. Fài- 

tant x=:po y on aura j' = — = o , c'eft-à-dire que 

Tafymptote Cy eft cenfée tangente des branches ad j 
bhi une diftance infinie , & C j eft une afymptote 
commune aux deux branches. En un mot les afymp- 
totes'des premières Hyperboles font auffi afymptotes 
des conjuguées. 

Pùifque le parallélogratnme haxC donne iaç^ 
rallele à l'afymptote C * , & par conféquent à Tor*- 
donnée </j=:jyAj& que ûK = iK (44.), le point 
i appartient à THyperbole A i & en eft le fommet. 
De pluis i caùfe qu'on trouve les afymptotes d'une 
Hyperbole en tirant des lignes par le centre C & les 
cxtrémités:x,y d'une perpendiculaire au premier axe, 
égale au fécond axe & divifée en deux également par 
le fommet de l'Hyiif rbole , il eft évident que by 
eft le fécond demi-axe , & G^ le premier demi-axe 
de THyperhole hbp. 

71. THÉORbMB. Si par V extrémité h dis Fordon* 
^fi'eyà à l'iifyiriptotc de L'MyperJiûU conjuguée hip^ 

E i 



Digitized 



by Google 



yo Cours de Mathém atiqIjes, 

^n tiré la ligne hCh'parlc centre Cjufqu'à.ld rcn-^ 
€ùntré de Vautre Hyperbole conjuguée ; je dis que h h'- 
fera le Diamètre conjugué du Diamètre dT> , qui 
pajfe par le point d correfpcndant au point h. Car 
pour avoir le Diamètre conjugué à ^D , il faut tirer 
par le centre C , parallèlement à la tangente au point 
4^ j la ligne A A', terminée en A & A' par les lignes ûfA^ 
4/^' p^r^illeles aux afymptotesj or cette conftruâion 
donne C A.=: dr^ &cCh:szdsi=:d rj à caufe desPa»- 
rallélogrammes ChdrjC h'ds ; mais en faifant y k 
zziyd^omhdzzQr: ( car à caufe des triangles 
femblabJes srC^ sdy yCrt=L 1 dy = dh ) ;. donc 
Crkd e(t un parallélogramme , &ACeft = i/r^ 
propriété du Diamètre conjugué. 

Corollaire. 11 fuit de-là que les Hyperbojes con- 
juguées paflènt par les extrémités de tous les Dia- 
mètres conjugués des premières Hyperboles & réci- 
proquement. 

Remarque. L'équation des preniieros Hyper^ 

boles rapportées à Taxe <z A eft^* == — X (a:*— û^); 

mais l'axe a A étant le fécond axe des Hyperboles 
-conjuguées , leur équation y par rapport à cet axe ^ 

fera Y* =:: ~ x ( «' -H at' at' ) eu faifant l'abfcifle 

prife fur cet axe zsz x' 8c fon ordonnée Y , équation 
qui différé totalement de k première ; donc les 
.Hyperboles conji^uées ne font pas une feole de 
même courbe avec ks premières. 

71. Corollaire. I] fiiit ^ cetoe Remarc^ue que 
il Ton prend- deux ordoïKiées au piemier axe dans 
THyperbole ad ^ nous les appellenonsLjy ,.Y , & 
deux ordonnées au* même axe a A dans rHyper- 
.^bple bh^ nous les appêUeccms p: :, £> on aura 
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-^ C «*-♦-«*>, P*= -(«!*+«' «').Enfaifantpout. 

-^ u^wstq^aa'^ufu' =c=: Q ( ^ & tt' dcfignent . 
les abfciflès de PHyperbole bh) ^ Von aura ^* : 
ds ::y^: ./S::/ : rf^ r: P%i^Q (car les 
termes de chacune de ces raifons font égaux entre 
eux ). Div^ifànt les conséquents de ces proportions 
par flf, il vient j^* :s ::Y^ :S :: p^ : f riP^tQ; 
donc j^* rx : : p* ; ^ , ou ( en remettant les valeurs^ de 
J & de ^ , & aUernando) y* : /?* : : ;c* — a* r ^ -f «\ 
C*eft-à-dire que les quarres des deux ordonnées, dont 
l'une appartient à une des premières Hyperboles ^ 
& l'autre à THypetbole conjuguée côrre^ondante, 
font entfeux comme le produit des abfcîflès du: 
premier Diamètre à la lomme dli qtiarré de ce 
premier EHameoe > & du: qaacrd de i'abfcilfe coii>-r. 
prifê entre le centre & la rencontre de l'ordonnée 
abailTée "d'un point quelconque de l'Hyperbok con- 
juguée fur ce même Diamètre. 

7j, TnioRÊME. Si des exirémités rf & A' de 
deux Diamètres conjugués oa mené les lig^ie» A''Ni 
d P ordonnées au premier axe a A des premières 
Hyperboles , le quarré de CN («r^l^ompris entre le^ 
centre C.& la rencontre de PordbnnéeA'N eft égal 
^u produit :c*— a* des abfciflès xle twATue ordonnée^- 
rfP. Caf jw Je-GoroHaife-précédent ^p-' : /i^N-* * : l- 

^ Il faut fe rappeller qua le point h!i appartient à uaê 
&S Hyperboles conjuguées , étant rextrémi té d*un Diamctr« 
conjagaé » par rapporc à l'ime des piemicrcSiHyperbolcs* 

* ^4 
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X* — û* : tf * -4* a* ; or à caufe des triagigles fem- 

blablesT</P>CA'N*^ Ton aTS* : à^^::tp* t 

— — — » 

cFî*i donc X*— iz* : c?^u*: \ TP* rCTî* : t" ^^ ? 
tt* î ainfi tt* X ( x^ — «»)»(«*-*-«*): 

tipliant par x^^ Ton a a* x^ =? (a*-f-tt*) •( jc* — a*) 
= a*x"-tf^ H= u*x*— a*i^\ Effaçant «* *» dct 
part & d*autre & tranfpofant I on a à* «* = x* a*— 
fl^, & en divifant par a* on a enfin (<* =; jp* — a*. 
Corollaire. Donc x* = û* •+- ^\ 
74..THÉOREME. Dans rEtlipfc (ûg. itf*) /a 
fommc des quartes de deux demi- Diamètres conju^ 
gués quelconques C m^Cn eji confiante & égale à la 
fomme des quarrés des demi-axes^ Car par U pro- 
priété de l'ElIipfe , a"- :b^ :: A^ X a^ x ^^ j ot 
(par le n°5 j.) Kl^Xia =^* == x^ j donc 0* ib^ll 

x^ : ç /ï* x=Bx — ;— » Mais les triangles CP/tz , Cn:g 

reâtangles en P & :ç donnent c55* = e?* -i- Pw* 

= ,»:» -H A* ^f parce que p /»* =» ^ .-4 

--jj^ (parce que c i ( 53O = «* '^**)i donc C/nt"* 

' ! I II 1- n ■ ■!■■■■■ m ii> » 

* Parce que les angles P & N font droits > ^ les angle* 

«n T & C alternes externes* 

^» 
*♦ Car {x^O r^^juation ^* =-5- x {a^-^x^ioaùm 
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75. T HB o R E M B. Dans tHyperMe ( flg. 57. ) la dif- 
ference dts quarris dis deux demi'Diamttres conjugués queU 
conques Cd , ^.^ ^fl confiante & égale à la différence des 
^uarrés des dend-axes, £q zStt Téquatioii des Hyperboles 

A* 
conjuguées , rapportées à Taxe 4 A , eft T* =s -^ X 

(4* -+- tf*) = -r *» (parce que (7 }.)«*•+•»*=**) 5 

aonc(A'N)*== Y*=--4-. M*is(Ci)*=:(NP)*-f. 

4 

A* AT* 

CA'N)* = *» — 4«H ^^ (àcaufcdc(CN)»(7j.)=a 

*» — 4» )<lonc (Ci)* — (C *')*= 4* — **, & (C A')*— 
(Ci)* = *» —a\ 

Cd&OLLAiRB. Dans l'Hyperbole équilatere , a étant 
égal à h, l'on aura (C i/ -^ (C 4')* = 4* — ** = o. 
^ C i = C ^ ; donc dans l'Hyperbole équilatere tous les 
Diamètres conjugués font égaux deux à deux. 

Remarque. En fuppofant C i = a.C ht =1 b^ Téqua^ 
tion à l'Hyperbole équilatere , par rapport aux axes con^ 

jugués , fera évidemment jr* = -5- • ( *» — ^ * ) 5= «* — • 

a} 'y donc pour favôir fi cette équation appartient aux axe$ 
OU aux Diamètres conjugués , il faut favoir fi l'angle des 
coordonnées ( l'abCcifie avec l'ordonnée correfpondante fonc 
dîtes coordonnées' ) eft droit ou oblique. Dans le premier 
cas l'équation eft aux axes & aux diamètres conjugués dans 
le fécond cas. 

7^, Thàoreme. SiUsabfcîjfcs crn^ cnj€ q^ &c. 
(fig. 37.) comptées fur une ajymptote depuis le cen-^ 
tre c y font en progreffion géométrique croijfante ^ 
hs ordonnées feront en progreffion géométrique dé^ 

♦ L'équation à l'Hyperbole y* = -^t (jc* — 4*) donne 
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croiffante. En effet puifque Jr. j' =5 c* ^44.) 1 pour-' 
une autre, x' & fon Y on aura at' Y = c* , &c* 
Donc loriqu'une abfcilïè devient double , fon or- 
donnée devient fous-double ; lorfqu'une abfciflV 
devient triple , fon ordonnée devient fous-tripîe ,"' 
&c. autrement le produit x y d'une abfciffe quel- 
conque par fon ordonnée ne feroit. pas égal à une 
quantité conftante c* ; donc fi les ablcillès croilTenc 
«n progreffion géométrique , les ordonnées dé- 
croiflènt en progteflion géométrique ; donc , &c* 

77. THioREME. Les abfcijjes ckj cm^ en ^ 
cq , &c. étant fuppofçes en progrejfion géométrU 
que j leurs différences km ^ mn^ nq ^ frc feront 
aujji en progrejfion géométrique. C'eft une fuite de 
ce que nous avons démontre dans la première Par- 
tie , que les différences des termes confécutifs d'une 
progreffion géométrique , font aullî en progreffibn 
géométrique; donc,&c. 

78.Thbokeme, Les aires hyperboliques kamm, 
mnmn ^ &c. établies fur ces diff:: renées , font 
égales entr* elles. Concevons que les différences ^/w^ 
mn , &c. font p(»rtagées en un même nombre de 
parties égales pour chaque différence & infiniment 
petites par rapport aux lignes km y mn. Conce- 
vons de plus que les aires kamm , mnmn^ 8cc^ 
font compofées de petites fur faces oomm^ ppnn 
qui ont.pour bafes les parties infiniment petites , 
dont nous venons de parler. Cqs pentes ftirfacei^ 
feront les éléments des aires dont il s'agit ;. Qt ces 
éléments font égaux en non;ib0e par hi fuppo{ition ^ 
jnais de plus ik font égaux cnir'eux. Ea effets pui£» 
que les lignes km ^ mn font partagées en un même 
nombre de parties. égales , chacune des parties o n% 
de la première eft à chacune des pame& /./l do» Jk 
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féconde comme /-m : mn; éoncomipn : Ikm imn^ 

& parce que Toa a par fuppofîtion ck i cm :i cmi 

ç 72 j on 2L\xt^ c k ---cm {km) : cm II cft'-^cm (mn): 

c n y ou ( altcrnojxdo ) km i mn il cm % en ; 

mais i abfciflè,ci» x m^m :s5 rahlcilTe cnxnns donc 

cm : cnll nn : mm ; dpncQ/n : pnll nn: mni 

ô£ om X mmt=pn x «/z > onaammv^ppnn ; 

donc les éléments de Taue. itam/7z:£bnc égaux en 

nombre & en erandetti à ceux de Taire mnmn ; 

donc ces aires lont égales y. dbnic^ &c> 

^ Coblollairs. Sii'on prend une infinité d'abC- 

ctffes en progreffion géométrique > à un nombre 

infini de differettces répondra un nombre infini 

d'aires égales &: finies: ; donc TeCpace aTympcocique 

compris entre Ij'Afympcote & l'Hyperbok eft infini, 

~ Rbmauqve L Nous, avons fiippofé dans cette de- 

monftration que les. éléments ou; tmpezes. omo m^ 

pn pn étoient des redangles , ce qui n'eft pas; ab^ 

folume^nt vrai j mais lorfque tes ligines om , pn 

font infiniment petites, les. trapeases- am om y Sec, 

peuvent erre regardées comme de& se6kangles y du 

moins dans le cas de THypet bole^ éqmbi^^e. : caf 

alors Tanglc^ des aTympcocesefi: droit, puifqaedâns 

ce cas <z ATïsn BC 2=ï: Cit (fig. I E. ) 5 €e qui rend 

ilibcetie le triangle reâangte GaJK^> dpnc Tangb 

^ Ca eflt de 45*^auflGUbie» que Tanglejy Ca; doiic 

l'angb xC:y eft. de 90"*, cequltfarïîivîerque dajas 

ce cas. En fuppofant que L'Hyperbole de la %.. j.7 «ft 

fcâbne ( c'eft-^à-dii e c^'elle a les aoces inégaux ) , 1^ 

petites: tuapezesa^ amy ôcc^.p&mtm èarq tep^àécs 

comme œa parallélogcammes. qiâ onc les côté$ 

adjacents aux angle» .égaux m ,. n, céciproquemôoi 

psropoftionnels. 

v.^iiARj^uç ILrDafiSrkcaade2rii:yperbQlê£;:alene 
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les petits trapèzes oomm^ppnn feroient égaux au 

I produit de la bafe par la perpendiculaire abailTée de 
'extrémité de chaque ordonnée m m ^ nn fur la 
bafe, & ces perpendiculaires formeraient, avec ilox^ 
donnée , la partie de rafyniptote compnfe entre For- 
donnée & la perpendiculaire des triangles fembla« 
blcs y dont les hauteurs feroient ptoportionnelles 
aux ordonnées correfpondantes. Donc les parallé- 
logrammes dont nous venons de parler, qui ont 
pour hauteurs ces perpendiculaires , ont leurs bafes 
réciproques à leurs hauteurs , ce qui les rend égauid^ 
De plus ces perpendiLulaires font comme le finus 
des angles correipondants aomxz xcm ; donc les 
aires hyperboliques , dans le cas de rHyperbole 
fcalene , font aux aires hyperboliques établies fuir 
des lignes égales dans le cas de l'Hyperbole équi* 
latere , comme le finus de l'angle des afymptotes 
eft au finus total» 

j^.TutoKÏut. Si par Us points a^m^n^ &c.dâ 
la courbe &par le centre c on tire les lignes caj cm^ 
en, &c. les fecleurs hyperboliques cak, cmm^ &c^ 
feront égaux entr*eux & aux trape^^es hyperboliques 
akmmymnmny &c. correfpondants. 11 eft évident 
( 44. ) que ckx ah:=^ cm )Ç mm ^ ce qui donne 
ck i cm \\ mm i aky c'eft-^à-tdire que les trian- 
gles cy(:iz^ cmm ont des cotés réciproques adja^ 
cents à des angles égaux : or il eft vifible que lea 
hauteurs de ces triangles font entr^elles comme les 
cotés^ n k y mm y c'eft-à-dire , en raifon inverfe , 
des bafei , ou des moitiés de^ bafes \ donc ctz trian- 
gles font égaux. Otant de. part & d*autre la partie 
commune chk y Kon aura^tf.A ^scr hkmm,y 8C 
ajoutant de part & d'autre l'aire ahm y il ©n ré» 
fultera le fedeur ca m s=s éikmài , ^ wfx des 
autres y donc ^ &c. 
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Corollaire. Il fuit des deux derniers Théo- 
ternes que les feâeurs \ de même que les trapèzes 
hyperboliques , qui répondent à des abfciflfes en 
progteffion géométrique , font eux-mèittes en pro- 
greilion arithmétique^ donc félon ce que nous avons 
dit dan» la première Partie de cet Ouvrage , ils peu- 
vent être regardés comme les logarithmes de ces abf- 
ciflTes. Ainu fuppofant quecyt repréfentele nombre 
dont le logarithme eft i= o , Taire akmm repréfen- 
tera le logarithme du nombre c m , Taire akhn celui 
du nombre, c: /z , . &c. Ces logarithmes font appelles 
hyperboliques ^ lorfque THyperbole eft équilatere. 

80. Problème. Suppojfant C Hyperbole aq équU' 
larere & tabfcijje co zr. t ordonnée 00 = i , trou^ 
ver l'aire oonn. Pat la nature de THyperbole , en 
faifant « = x, Ton a 00 X co s=2 en X nn ^ on 
1X1 = {i + x)yyy ou i =yx{i ^ x) , d'où 

Ton tire y s» -— — == 1 — *• -+- :c* — Af^ , &c. ( en 
•^ 1-1- « 

élevant i ^ x à la puiflânce -^ i par le binôme de 
Newton) = r( y°— ;c + x*— x^ + ;r^ &c. ) àcaufe 
de a:° = I . Cela pofé , fi Ton pouvoir fommer tous les 
y (que je fuppofe d*une largeur infiniment petite ) 
compris entre les ordonnées 00 8c nn ^ on auroic 
faire cherchée j ou , ce.qui eft la même chofe , fi Toi» 
pouvoir avoir la fomme de toutes les fériés x^ — i 
y -t- AT* , &c. correfpondantes i chaque y ; or on 
peut concevoir les x comme croiflTantes félon la 
progrefiîon -^ o. i. i. j. &c. jufqu'à la dernière 
X :=z n qu'on fuppofera = 00 , d caufe qu'elle 
eft infiniment plus grande que la première , qu*on 
peut fuppofer mfiniment petite -, mais par la for- 
mule — que nous avons donnée dans la pre-? 

miere Partie de cet Ouvrage , la fomme de x^ eft 
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hz X , celle de — ;c eft = , celle de x^ ou di* 

troifieme terme eft == — , &cc. j donc Taire cher^ 

chceeft=ix(Ar -^^+ ^ ^ - &c. VsiTon 

faifoic /t = — -^ (à caiife que les x qui alloient 
ci-devanc de en n vont maintenant dans un feus 
ôppofé ) , on auroit c >t = i — - x , &' fuppofant 

ah = y on aurait (i— ;c)xy = i>ouy = ^ 

ou C en efFeduant la divifion ) y = i ^- x ^f- x^ 
•+- AT^ , &c* & l'on trouyeroit de même que l'ef- 

** x^ x^ 
paceooflîteft==Ar-J f. 1 , &c. 

CoROLL. I. Puifque les efpaces dont nous venons 
de parler répréfentent , le premier Je logarithme du 
nombre ^n fius grand que Ttïniré , ie fécond celui 
du nombre c >(: < i == c o , par hypothefe ; les fériés 
que nous venons de trouver reprefenteront auffi les 
logarithmes hyperboliques de ces mêmes nombres 




changer le figne des termes de la féconde férié, 
ce qui. les rendra tous négatifs, & Ton aura , en 

général pour repréfenter les logarithmesliyperbo- 
ques d*un nombre plus grapd ,ou plus petit que 



3 :f4. 



Punité , ia férié *^ x +• — • + — > &:c. 

— » — j 4 "^ 5 

Remàr<;^u€. Cette férié ne peut être utile qu'en 

fuppofant X =: I ou AT < I , autrement elle ne fe- 

roit pas convergente. Mais en fuppofant ;c < i , 
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les termes ultérieurs feront d'autant plus petits 
que X fera plus petite. 

Corollaire IL Pour avoir le logarithtlie du 
quotient d*un nombre divifé par un autre nom- 
bre , jl fuffit , felôn ce que nous avons dit dans 
la première Partie de cet Ouvrage , de retrancher 
le logarithme du divifeur dé celui du dividende ; 

clooc L. i— j ( L, dcfigne un logarithme ) f« 

trouvera en ôtant la férié — x — a:^.-— x^ , &a 

de la férié x 1 , 3cc. ce qui donnera 



•X 



P 



Corollaire I IL Suppofant =s= - , Ion 

** I — « q 

aura, en faifant difparoître les dénominateurs, 

qJ^qxrzp-^ px ^&ctïi tranfpofant ^ qx r^- pxzs, 

'p^q , & en divifant par/7 -|- j, ;c = ' ; donc 

L. [ - ) = i;c H- .&C. Si dœs cette férié 

on iubftitue les valeurs à^'x j x^ ^ &c. tirées de 
l'équation x = - - , on aura ce logaridimc ex- 

primé en nombres , en fuppofant que p icq foftï 
des' nombres connus. 

Soit par exemple le nombre 2 , dont on de- 
mande le logaridune hyperbolique. Faites ■* -"- :$i 

- ;= - , en faifant pzz,xScqzxt{Ç\\t nombre 
propofé étoit fractionnaire & = | , par exemple ^ on 
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feroit|=:-),& vous aurez *=^^^ =: L Subfti- 

\ ^ X 

tuant cette valeur de x dans la férié i x-i ^ + &a 

Ton aura le logarithme hyperbolique cherche ; ce 
qu op peut pratiquer amfi : en rcduifant in déci- 
males & ne ppuirant pas T-approximation au-de^ 
des cent millionièmes, 
Af = T=TX 0.333333} =:0.}}33}3J3. 

— = y X ^ = î X 0.0570370} = o.oii}45(Î7: 

— z=L ^ X — ^tX 0.0041 1511 = o.odo8i}04» 

5 f 

x' x^ . 

— •= I X — s= 7 X 0.00(5457^4 32 0.0000^5 }i. 

— =S I X —-= g X 0.0000 < 080 =0.000005^4; 

*'* *' 

' — = ix — = TrXQ. 00000 5 64 :;: o. 000000 5 1* 

Somme ass . . . , , ; , 0.34657} 5 !• 

Dont le double o. <793i470i«; 

eft le logarithme hyperbolique de 1. 

Si, Théor&me. Dans deux Hyperboles les àlrês 
ajymptotiques torrefponiantes aux différences des 
abfciffes confécutives égales chacune à chacune & en 
jprogreffwn géométrique , font dans un rapport conf- 
iant, Car prenant quatre de ces aires dans l'une & 
-l'autre Hyperbole, elles feront égales entr'elles (78;) 
(s*entend dans chaque Hyperbole) , j8c leurs fommes 
qui défignent le logarithme de la plus grande abfcilFe 
(la plus.petite abfcilfe étant fuppofée = i ) dans Tune 

& 
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l'autre Hyperbole ^ feront cntt*elles comme deux 
aires correfpondantes quelconques } donc, &c. 

CoKoi^LAiRE. Donc fi Ton fuppofe une Hyper- 
bole qui foit telle que fes aires afymptotiques repré^ 
fentent les logarithmes des tables , tandis que les 
abfciiïès afymptotiques repréfenteront les nombres . 
corrcfpondants à ces logarithmes , on aura toujours 
le logarithme tabulaire d*un nombre i o , par exem- 

Ele , ' au logarithme hyberbolique du mênie nom- 
re , comme le logarithme tabulaire du nombre z , 
au logarithme hyperbolique du même nombre j 
donc o. 501050 ( log, tab. de 1. ) : o.6^fi^j - 
( log, hyp. de 1 , en s'en tenaiit aux millionièmes) 
: : I (log. tab. de 1 o ) : i* 501 5 8 5 ( log, hyp. de 1 o). 
Maintenant pour trouver le logarithme tabulaire 
d'un nombre x , donc on a le logarithme hyper- 
bolique , en fuppofant m le logarithme . hyperbo- 
lique de X y on fera cette proportion 1. 302585: 

I : : 772 : y =; m X ■ -— ( log. tab. de x ) , ou 

(en effeftuant la divifion de i par 1. ioi^i^) y ::z 
m X o. 454294 i donc pour avoir le logarithme 
tabulaire d'un nombre quelconque , il fuffit de mul- 
tiplier fon logarithme hyperbolique par o* 454294 ; 
& parce que j^ =/» x o. 454 &c. Ton aura m =s 

V X I ' • 
==yx 2. 5025$ î, c'eft à-dire eue le 

logariclime hyperbolique d'un nombre éft égal au 
logarithme tabulaire du mêrine nombre! ,' en le 
multipliant par 2. îô2 58'5, ' 

8 14 Avant de paffer plus loin , nous allon^'dire un 
nlot de ce que nous entendons fzx Jîruis Si cofinus 
hyptrholiqucs. Soit ( fig. 58.) le demi axe p à d*une 
Hyperbole saf fuppofce -équilatere =?== r ^ nous 

Tome .//• F . - 
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l'appellerons 7&2x^j total y pour conferver l'analogie 
avec le cercle. En faifant = m le logarithme hy- 

Î>erbolique d'un nombre, dcfignc p^t pg ^ menant 
'ordonnée c ^ perpendiculaire à rafymptQte p g ^ 
Se la perpendiculaire ch i l'axe , la ligne pb fera 
le cojinus j 6c bc l^Jînus de /w. Le finus de m fera 
déilgné par s h. m y le cofinus par ch. m., parce 
que au point ajbczzo,^pif = paz=:r, en 
menant les lignes s tj ak parallèles i gc j Ion 
Rura pour le nombre réprélenté p^x pk j s h. m 
5=0, & ch. m t=i r. Les m qui répondent 
aux nombres plus petiî;s que/^A:^ qu'on peut fup- 
pofer =1 (car l'unité eft une quantité arbitraire), 
font négatifs Se ont leurs cpfinus pofîtifs^ mais leurs 
finus font négatifs. Sj Ton fmpg : pk :: pk: 

pr ^ on aura prs=z — (à caufe de pk s=i i ), 

Ainfi le logarithmes de / r fera = L. i -— /n = <» 
^ m SCSI'— m j parce^ que le logarithme hyperbo- 
lique de I eft = o , comme fon logarithme tabu- 
laire. Ayant tiré rs ^ Ci l'on joint Tes points s ^ c 
par la ligné se ^ je dis ^ue cette ligne eft perpen- 
diculaire à Taxe. Les triangles, igc^ irs femblables 
a càufe des parallèles gc^rs donnent ig : ir :: 
gc : rs :: pr : p g ( par la propriété de l'Hy- 
perbole) &en divifant^ ig : rgiipr : rg ; donc 
i ^ = pr. D*ailleurs^p r : pk: lu r : ak {k caufé 
des triangles femblables pru^ pak) -^ & comme 
pr :pk V.pk:pg'l\ gc : àk^ om\xxzru: akll 
gc : a k j ou { alternando ) ru : gc H ak : ak; 
donc gcss:ru i donc les triangles re^angles j^ra , 
igc ont les côtés qui comprennent l'angle droit 
égaux y donc ils font égaux en tout , & l'angle 
gic znupr ; mais uprsz 45® j donc fon complé- 
ment /7«r eft auifi de 45** i donc dans le axiangle 
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piij Oh a l'angle p. 9c Pangle i chacun de 45° j 
donc Pangle h eii s;;^ 90** j donc la ligne sci e(t 
perpendiculaire fur I*a^é pK , 

Corollaire. U fuit de cette dcrnonftratlon 
que c A. m^suçK'^ m ^ puifque l'un & l'autre eft 
t=^pè *. Mais s A, -rm zz^^s&.m : puifque s A. ni 
iziiiiyôcsh. '^mt^is; Se quoique b^zubs ^ 
cependant l-un eft pofîtif 5c l'autre négatif. ^ 

8 j. PrôblÉmi. Etant donnés les Jihus & Us co- 

Jinus de d^ux logarilhlj^tf m j n y trouver It finus 

& te cojinus de leur fomme m ^ n. Soit pb s= 




i i j & de mème/!</= dl y pm ^mq. On aura 
cïonc Ci'ssié^bc i^yb '--' bc:SBich./n -^ sh.i 



,m 



flézchun*^skka^nq=zch,m -^n r^sk* â«^r*. 
De plus à caufe du ttiang}e xÇocelU gpk reôangle 
tn X & de jt)<f ar f on a ; A* -H aie » ou f . pi* 

te r* , » *^ £= — & 7?^ CE*»7* . A caufe du trian- 

gle teftangle ifôcelle igc ^ pn ^ i.^^ «a ?i*^ 
ci . ck. m — s L m ^ . 



Êiifin le j^iangb ^:A i^teftangb en A donna ;r «^ :?= 
fè* -rfcî! ^ i* 55S Zj P* ^ JÛU. ^ i == j/i ^ . c A. m» 

<■ , ; ..i M .i, . 1 ^ 1 M . I I. . j ] > . !■ , ■ « ■ "-".i p"h ' .u .. ' .L" ■ ' ' .'■„ " " 

* Çaf l^\cp(ïni^s dp.J|».cft la, partie cfç raxe çomprife 
entre je cqi^rré éf rpr<ïoîinê<; iri^P^c dupoînc auquel la 
pcrpcQdiculjâirc iitec' fui: rafyniprbtcàu point ou fç te|:- 
mÎQç ,1e' apmljfrc fê^^fjg.f fÇ4Ç^ûçrç THypcrbole. 

■""'"■ ■ ■.-. '■■•' |4 :^ 
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On voit au fli que ^/ = j/I x ck. n y Se p f^^ 
\/1 X c h. m-^n. Ceft pourquoi pg ^bss |/r X 

ch. m -^ { — '- — -— — '~j > ou en réduifant Ten- 

, /•/-»• c h* îH —4— s h* M .^ . 
tier en fraction ^ p g^=^ r= • De même 

''* = — iTT — » ^P*"- 7i » 

oipk:pg::ph:po*\ donc — : ^^^ :: 

cA. « + jA,« cA.(/n4-«)+'*^. ('« + «) „> 
j. : ::: — -.r ;dou 

Ton'tire Tcquation (A) t A. (m + /i ) + -^ ^* (''* + ») == 

(ch.m ■+• s h. m) X ich.n -4- jA. n) ^ - . 

— — — ~-i . Mamtenant 

r 

, Tcquarion à l'Hyperbole cquilatere donne y* = 

^Vj= TTiTl^* =s AT ^ — a^ = ^^ — ^* 6=a 

c A. OT* — r*. Donc ch. m^ — sh.rn' =s r* «=» 

(cA. /w^- JÂ. /«) x(f A. m— - jA. /w) , ou cA.OT 

.+- j A. WcsB -r-j— — — - — . Par la même raifoR 

' r^ 
ch, n — sk,n 



tituant dans Téquation Aies valeurs que nous ve- 

* Le logarithme de pk is=zi étant t=t>«, & -le loga- 
rithme, de go 4tant égal , par Thypothéfe , à la' (bpimc 
des fôgarithmcs de pg^p h* les logaritkmes de pkSc po^ 
feront les extrêmes d'une proportion arithttiétique , dont 
les logarithmes- de pg Se ph icront les' moyens 3 donc les 
nombres auxquels 'appàhitmient ces logatichmcs font eu 
proportion* gjéométriquc. 
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nons de trouver pour ch.m H^- s h* m y & c A. /2 -^- 
sLny&c réduifant on aura -7-7 — 1 . , ; . ; 
fçs c h. {m -H n) -+- s h. { m ^ n ) == 

j donc en ôtant 



c h, m s h, m X c h n — ■ s h. n 

les f radions , divifant par r^ & tranfpoiant , on 
trouvera l'équation c h. nT+n — jÂ,^^P^s=s 

( cA. /i[i— »- iA. m) X (rA. « — ^A. «) . -^ 
;: (o>_ _ . , 

Ajoutant Tcquation B avec réquàtion A. (on 
peut regarder ces deux équations comme deux 
beaux Théorèmes) , retranchant enfuite l'équa- 
tion B de l'équation A , on aura cji. ( m -+- /z.) = 






{C)Scsh,m-\-n:=i 



ch,m'\* s~h'fi^ Xch,n + j A. /z— (c h. m — s LmXch, n^s h. n) 

• III ■ II» Il II llll"WIII [■■■■■■■ H llll.l I ■■ . J l » ^.l« I II ^ I ^ 1 I .i.». , ^ I I Il« 

- .^^ 
c h» fit X s h» n — f- ch, n. X s h. m ^_^^ ,,, - -, , 

= — — • ,. , ■ ' (D) ce qu il falloit 

trouver. 

84- P4)ioBLiME. Trouver le connus & lejinus de 
la différaicL des deux logarithmes m & n. Nous* 
fuppofons m > 72. Il fuffit de mettre dans les deux 
dernières formules , à la place àt c h. n Se sh. n^ 
les quantités c h.-^ n Se sh^—n} mais s A* — n. 
t=s "^ sk. n y ôc c k.-^n 2=5 ch^ n ( car fi /? r efl: 
fcppdTc égal à un nombre < i.r= pk , le finus 
sb de.ce. nombre eft négatif i mais foncofinus ph 
fft évidemment pofi.tif j donc il fuflit dans, les for« 
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mules précédentes de donner le figne — k >sh.a. 

& Ton aura . ^ , 

'.. eh.m X th:n ^ sk. m y sk â 
^A.(/K — >ï)=*-- ; ;- • . 

cLnXsh. m-^'é h . m X sh. n 

Si Ton fop^ofe m = a , qtt>n ajoute l'équation D 
avec réqèarion C , & qU*i*n jetranche enluitc Té- 
quation D de Téquatiou G , l*on aura ces deux 
autres équations . . * v* 
ck.itA^sh.ims=s^ -— -\t} 

(ch.m — sk.M)'' 
ck. im— ^A.a/»=*=- ; :">^7 

ajoutant G avec F & divifeiit par i , retranchant: 
énfuite G de F & diyifaût de niêmè pat i ^ Ton a 
les deux équations fuivantes* 

. eh.m -^sh.m ^^ je h. m — s'I^) 
j A. i m = • — ^^ , 

Si avant d'ajouter 6c de retranche^ l«s éqtfatiohs G. 
& F bn prend les racmes quarrées de chaque mem* 
bre j Ton aura 

^h/h «e ^^~ -i; = : 

,, .. , -.:, %'. 'Z^ ( \ ' ""'' ' '' ^ ' V ' — i^ 

S h. m a»— •— ^-^ — ^ r^ -~: 

. ■ •• - '• ^^^""^ . ' '.^ 

Si aux deuic logarhHmes k Se n ott en ajôiité un 
ttoifiemej, ji^ ^ iî ftdt dà équatton^ à dc B (îj.) 
^u'bnaùra 
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C h. m -4- ^ -4- P "+• s h. m -4- « -+- /^ 



c A. f m— |- /ï ) —f- * A. ( m' 4- n ) x ch, p 4- <* A. ^ 
- - r 



C h. m 4- « 4- Z' •"'^ s h* m 4- ;i 4- p 



c A, (m4->n) — / A. (/w-f^n) X ch. p s h. f, 

r 

Sab ftitaan c dans ces équations les valeurs de 
ç A. m 4-. n •+• j ft. *i -+^ « & de cA. Sr+"« — 
^ A. m 4-/2 pnfes des équations A & B , on aura 
ces deux autres Théorèmes^ 

c h* m -4- » 4" p •+*■ «^ ^' ** 4" ^ 4" "^ «=« 



g A. m -\^ sh.m X ch,n^ sh.nX ch.p^sh.p (H) 

c h. m -f- /ï -f- p — ■ J A. m~4" ^ ^^ P ^^^ 
I. ^ . ■- . , / 

ck,m — s h. m X ch, n -^ s h. n X c A. /? •— sh,p M J 

Suppofant m :n n szp j ajoutant I à H & 1 en re^ 
tranchant enfuite , on aura 



ch. ^m 



c A. m 4- -^ A. OT •+- cA. OT -^ jA^j» 

z: ■ ■ Il ■ .1.1 I I I ■ hi 



, ch,Jti 4- ^h,m — • (c A. « — j A. « ) 
sh.\mz=> î — ^ . ' 

Si avant d'ajouter ic de fouftraire , on prend les 
racines cubiques, on trouvera ' 



- ch. }m 4- s h. 3 m' ■4-' cA. j m — s h. } m^ 

St/t« /» 7= " ■'*'' ' '■ ' ^ " " ' " ' 



i.r 3 



» cA. 3ot4-<*^-î w»^ — N^^- 3"* — •'^^ 5 ^V 



*.r""3 
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Cours 


DE 
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En 


général on 


aura 


, « • , 


n 


ch. 


ck. m H~ 


s h. m -4- ch.m — — s h. 


m 






n / 


.«\ 


s h. 


6 h. m -4- 
nm =« 


S h. m — V^ c A. m --— s h. 


">> 



XX/-* 



n étant un nombre quelconque. En comparant ces 
formules avec celles des finus & cofinus des arcs 
circulaires multiples , on verra gu'il y a une 
grande analogie entre les finus & connus circulaires 
& Içs hyperboliques. 

Nous appellerons logarithmes kyperhoH^ues Jim^ 
fies , ou dune dimenfion , les logarithmes hyper- 
t]toliques dont nous venons de parler \ mais divifés 

par - , c*eft-à-dîre par la moitié du demi-axe p cl 

de ^Hyperbole cquilatere , dont Taxe = i r & les 

fiiius & cofinus hyperboliques , dont nous venons 

de parler , pourront aulTi être regardés comme les 

finus & cofinus de ces logarithmes hyperboliques 

fimplçst_ Mais le triangle îfocelle & redkangle j? ^ >b 

•donne [p af = (pk^ -H (ak)' ou r* == i. {pk)\ 

r* r ' 

o^ (?*)*=""> /^ * = "T" î & en divîfànt les 

logarithmes hyperboliques pris dans une Hyperbole 

équilatere dont le demi - axe = r , par - z= , 

ou , ce qui revient au même ^ en les multipliant 

pîiç - , on aura, ce que nous appelions log^riikmes 

typerboliqucs fimplesn Si l'on ÎtÀI pk sr — = i,' 
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1 on aura r*- = i & r=t= V^ î donc— ii= — ^ téà - 

. ■ • « =■ i •••■ * 

•--— j c^eftpourquoifilondivifejeslogaritfcmels hy- 
perboliques vulgaires pat --j- OÙ qu^oh les triiilti^id 

' piry/i, on aura les- logarithmes Kyperboliq«És fim* 
pies , pris daïis la même Hyperbole dont le demi-* 
axe=y z 5 & les premiers feront alors aux feco;ids'| 
comme i ; \^i pucoinftié y^i :,i* , ' ' \ ; 
8j. Théorème* Dans tome Seèlîori. Con^^iifiJ^ jws? llgtu 
m p pajfant pur le foyer f r^ncoprii^.,f(}^ ^^^P''^^^ :f^Jt ^r}^ 
tourbe en deux points m^ p ^ k^^pait tn •étant j^ttJx yarf^ïu 
points f & q^ cette iitne fera^^diyjjee da^s les poi/îts m, 
^*/(^6' 3 9- ) * 4* ^'ï-^ les fj^ptt/m 6^ q (fie. ^ti.^y'.'en 
proportion harmonique* Car ( vqyeîz, Jie. à° ^i ; ^dân'is la 
figure tp ) les lignes mp > m^y:'àiiz un rapport çooftaut 
avec les rayons ve€tcurs / m j./*^/^ ce .^lâ ^ K'eUi^anV 
toute Scâion Conique } don^' là^râi6)h, 4ç/ 
vcdeur fm à chaque lîgiic corrélpondante, ^ w -lera conf» 
tante. Eft efFé^ f m : gm : : fm x p m : j^ ift ^y^^ pjn \ dj^n^ 
1^ ralfon àtfm: g^ eft compbrée de la ïaJ^^^içLnilâiyq 
de fm :'f7m &:' dè/la raîfon de pm : gm quT eu la ipèçâq 
que la ralfbii du fiiiiis d^încluiaîTon' au fînus total /'ce' qu| 
a lieu ^oup' toutes les parallèles ^ mg, qu'on pourroic 
mener de 'la'codjrlié à la diredride' ^ & I on doit dlm Ja 
même chofe de toutes les SedHon;$' 'Coniques , rar^bolç, 
Ellipfe & îïfperbolc. Cela pofé , revenanc aux figures 59. 
& 40 ,' Ton aura -//^ : fm^w p^ \,^k \ ^^ ( !^2" 3^ ) 
^ns les trois lignes p^ ^ fg \ m q \ts lîgng^' Â^'^' mq\ 
font les èxttêmes , & les drôJtês //>\ fm lcs,\dîffëiençc,s 
des extrêmes .a 'la moyenne ^ 'rfiais ( fig. 40 ) dans, leà 
ttois dtà\ieifp'\fq y fm lestljgt^ès fp , fm fos: les^ 
extrêmes , & les droiteis pq^ /7/'^' les , différence? dés .ex- 
trêmes a la moyenne y donc dans ' les deux figures les 
extrêmes Icrçnt enct'élles comme les ditférences des extrêrrics 
i la moyenrie , ce qjdi donne '^he proporùon harnionique. ■ 
Voyez (jô qpe noû's aVons dii'fur la nature ^e" ce: tç piro- 
^rttota daûs l^C^cûl (u^i^o)^ ' ' ^ '" ' 
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Remarque. La figare ;p peut fervir pour relllpfe & la 
parabole < (& même pour le cercle en fuppoUnt qn i une dif« 
lance infinie du point f): La ligne ^/i repréfente la direâtlce» 

-;* ' 'Des Seclioyis Coniques femblabUs* 

-. y^é. &iux SeHioas Coniques de même efpec€ fini fembMUs 
ïorfque leurs axes foni proportionnels» 
' CoKOiiLAiRE .1. Il (aie de cette d^nition que fi deux 
Elliprès ou deux Hyperboles femblahles ont un centre com- 
mun ,c. (^%. 41 ^4^ ) & leurs axes fur les mêmes lignes, 
les Diamètres conjugués correlpondants feront audi £r les 
mêmes ligt^es. En eftet ces Diamètres doivent faire avec les 
T^cs âeî angles égaux , puifque les Se^ion^ ne différent 
Pt]|nè (leiWte'que parce que les lignes de Tune font plus 
j^ndtl^ ^ué les lignes corte(pondantes de l'autre : mais 
7aH)etit^ elles font femblaBlement (ituées & dans le rap- 
p6ri tfiÀ axes }''<àt tpàç 6m fi les siïës Si diamètres de la 
petite venoîeht à ^allonjger / en confervam toujours leur 
tHèixit izf^on ^ jufqu'à. ce, oulls fuïïent égaux à ceux de U 
grande i'ief âèéjX Se^ons^ & confondroieiw, 
° C 6 K o i i À i^k Ë II. I]^onc fi ufie ligne r s' coupe deux 
Sellions Coniques femblables , qui ont un centre commun 
Bt'fiiué fur le même axe tf dy les parties ro , io' de-cette 
Mc cômp|tifes*cnfre les deiix courbes feront, égales. Car fi 




Ce J&iameti'e5'& pâ^ctf que le Diam^re cotrefpondant delà 



Seâioti intétletue eft fur la même ligne que celui de Texte? 
rteurie'l 1) eft vifible que les ligne» r j , RS feront des dou- 
illes ordonnées à fa Sciftion extérieure. Donc rq ^==2 s q , St 
|( r =sr r S De même of =^ qo^^ donc r '^ à^s ^ & par 
la même ràifon om «=. /» , dt =: dh.Cc que nous venons 
de ,dîre dans ce Corollaire a lieU poiir ht Parabole , qu'on peut 
ribgarder confune une EllipCb in£nie* 

87. 'Tni OR IMÉ. En fappofant = p tes paramétrés £ 
la parabole intérieure & extérieure égales & fituées fur U 
mime axe , je dis qu'en faifant là taverne dL = d^ ^on 
aura m o x o n ^== d* ( fig. 41 ). fW la propriété â^ 
la parabole eztérkoté cAi^p % ap^^ l^f)^ » ^. f^ ^^ 
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propriété de U parabole intérieure on z p X d p zszipoy^ 
donc ,p'n)^'^ (p 0)^=1 no X m ^i=i ap x p — dp 
Xp=^p.adssz(^dL )* c^ </* 5 donc mo X on =i d^m 

Remarque I. Si au lieu de prendre les ordonnées 
à i'aze on avoir pris les ordonnées aux Diamètres xy^ 
on aurait trouvé ro x oi=i(RO* = S)*- 

RiMARQUB IL Pttifque les paraboles ne différent que 
par leurs paramètres » comœe les cercles ne difTérent que 
par la grandeur de leurs rayons . il cft vifible que les 
paraboles font des figures (èmblables. 

S S. Thsor. Dans Us EtUpfes & HypertoUs femUailes 
(fig. 41 & 45) o/i aura toujours roxo s^=^{t R)*. Carappel* 
Ions xa \t Diamètre xy ^ li Con conjugué , y les or« 
donnée^ r ^ au Diamètre xy, Y les ordonnées ^ de la 
courbe intérieure par rapport au Diamètre correfpondant» 
a. c le Diamètre de la couroe intérieure , xd Con conjugué ; 
&c faifant c^ = Jt , on a, par là propriété de TEllipù & 
dç l'Hyperbole extérieures -, y* : ^ tf* ~ ** n h^ : à*- , 
9c pour les courbes intérieures Ton a Y* j j»:_ c* + x* : : 
€^ : c^ i mais parce que les courbes intérieures font fem« 
blables aux extérieures, h* : a^ :: d* : c* j donc y^ : 
Y* : : Hk_ tf* :r ;tf* : il c* + AT^ , & ( dividende ) >^*— 
y* {ro x os) :y^ :: ± à^ T c^ : ± a^ -h x^ : : (/R)*: 
( q r)* r= y^ ; donc ro X os : y* l: (/R)* : y*, & 
( alternando ) ro X o s ; { /R )* : : y* : j'* J donc 
roXos:^(tK)\ ^ 

Corollaire L Si les ordonnées appartenoient aa 
premier axe , on aùroit ino x n sss {dL)^ = g^ en 
faifant d L =s g. 

C o R o L L A I RB II. SàppôGint m o:i=iM, Se on =^^ ^ on 
aura par les Théùf^iâtk précédents 5c îe dernier Corollaire m^ 
s= g^ (en fuppofaht âuffi pour la parabole (fig. 42?) dL=g)*, 
donc { devenant infinie » ce qui arrive dans k parabole Se 

rhyperbole > Ton aura w£==£-=2— =0, c'eft-à-dire 

% . . . . ^ ^* 

qu'à Tinfini là courbe intérieure fe confond avec Textérieure» 

ce qui n'arrive pas dans fEllipfe « parce que dans cette 

courbe ^ h'eft jamais ses où. 

Avant de pafTer aux Sedlions Coniques des 
gthxcs fupcrieurs , nous allons faire quelques re- 
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marques qui ferviront à îetter un grand jour fur la. 
théorie des courbes algébriques, dont nous trai- 
terons dans' la fuite. 

89. Une courbe algébrique ejl celle dont la na-^ 
ture eji exprimée par une équation algébrique y qui 
contient U rapport quïl y a entre les ordonnées & 
les abfcijfes. Les ordonnées aiiffi-bien que les abC- 
cifles font pofitives ou négativeis. En p^enaric pour 
pofirives les abfcifles qui , à compter d'un point 
fixe 5 tendent vêts la droite , les abfcifles qui ten- 
dent vers la gauche font nçg^rives & réciproque- 
ment. On voit bien que les ordonnées fupérieures 
étant fuppofées pofitives , les inférieures feront, 
négatives étant dirigées dans un fens oppofé aux, 
premières , & réciproquement, 11 eft indifférent de 
prendre pour pofitives les abfcifles de la droite ou 
de la gauche , les ordonnées fupérieures ou infé- 
rieures; mais dès qu'une fois cela eft déterminé^ 
y n'y faut plus rien changer , du. moins en traitant 
la même queftion. 

On pe^t rapporter à Taxe tous les pointa' 
d*une courbe par des ordonnées parallèles entr'elles' 
& perpendiculaires , ou obliques à cet axe. On^ 
peut prendre rorîgiiie des abfcifles fur la cour- 
be , comnje nous l'avons fait dans la parabole; 
dans la dourbe,. comme nous J*avon$ fait pour le 
cercle & l-çllipfe , en prenant l'origine des abf-' 
ciflès au centre , ou hors de là courbe, ainfi^ que* 
nous l'avons fait dans l'hyperbole , en prenant, 
l'origine des abfcifl'es au centre , qui eft, un point 
fitué hors de la courbe. Sur quoi nous remarque- 
rons que l'origine dès abfçiflês ne peut être fituée , 
fur un point de>la courbe que lorCque, tous les termes 
de fon équatÎQn fpnt aflecfcçs des indéterminées 4c ;i 



Digitized 



by Google 



Sections C6i^iq.ue$. 95 

ouy. Quanrau contraire T^quation contient un terme 
entièrement délivré de x &dej,'aiors L'origine des 
ohiéitkrac peut être fur un point de la courbe. Dans 
les équations y^ z=za^ — x^^y^ = i^«^ — a:*,. 
par exemple, qui appartiennent ^u cercle, en faifant 
jc = o , on trouve y = ± ^ dani la première ^ Sc 
y = o dsmrfe- ffeconde : or y doit êtce^=r o , lorf- . 
que l'origine des abfciffès eft fur la courbe; màis^ 
ne doit pas ctre=:o, lorfque cette origine n*eft 
pas fur k courbe ; c'eft pourquoi dans la première 
équation qui appartient au cercle , en comptant les 
abfcifles depuis le centre & fuppofant les coordon-r 
nées perpendiculaires entr'elles > y n^eft pas =3: o 
lorfque x = o. 

Pour démontrer cela généralement, foit l'éqiu- 
tîon d^une courbe algébrique ^ix'^^bx'' y^^=s, 
dy^. En faifant a: = o, on a dy^ is=i o &y =as o j 
donc l'origine des abfcifles eft fur la courbe , puif- 
que^ & X deviennent o en même temps; mais'fî 
l'équation de la courbe étoit ^y* H^ tx^yf^ 
^y — ^ = o ; en faifant x = o , on auroit dy^ 

*=^gj on/ =S2 1 , ou> 5= J^-j ; donc lorî- 

gine des abfcifles n^eft pas fur la courbe , puifque 
a JP = o ^ ne répond pas. jr =5s o^ 

po. Tome eopbe peut itveconfîdërée comme polygone, ou 
comme courbe rieoureu(è. La première faconde confidérer une 
courbe , ne fignine autre chofè fihon que la courbe eft la limite 
du polygone inlcrit & circonfcrit. Par exempte, (I à. un même 
cercle on infcrit&oncîrconfcritdeux polygones réguliers, il cA 
vîHble qu'en augmentante nombre des côtés de ces polygones, 
ils s^procheront continuellement de f égalité avec le cercle, qut 
eft I9 anûte qu'Uis ne peuvent paCer-i de laquelle cependa&t ils 
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peuvent approcker tant qu'on voudra. Mais II efl bon d obfer^ 
ver que fi on a-confidéré une courbe comme polygone, on ne 
4oic plus la regarder ( du moins dans la folution de la même 




ne doit pas en considérer une comme poly^o 
courbe rîgourcufe , autrement on pourroit tomber dans quel- 
que erreur. Par exemple, menant dans un cercle quelconque 
]es cordes évanouiflàntespi, dc^hiCànt le prolongement do 
de U corde p</(fig. 44), ^gal â o^ «api, tirant par c&ola ligne 
oc, ôç par Iç poitit ^ la tangent^ dn^ çnaura oc = %nci csr i 
<xijt de od^=dcy\t triangle odceiï ifocele & Tangle o =5 
fanglec. D'ailleurs l'angle oac a pour mefure la moitié de Tare 
P de (Geo. 17)011 dc^ ^r^mele /K^capourn^efure la moitié de 
de dc'^ ainfi ndc =^ ndo'y donc la ligue dn divi(è en deux 
égaleiiient l'angle d du triangle ifbcele odc^ donc dn divife en 
deux également oc. En effet les triangles od/iyndc (ont égaux 
en tou( , puifqu*ils ont deux angles égaux (îtués fur les côtés 
égaux dcydoy donc nc=^onySc co^= z ne. Cela pofé, dp- 
pofons un corps p décrivant un petit ^rc de cercle ;> de par le 
moyen d'une force qui le poufle vers le centre Ç,& d'une autre 
force qui au point a retire ce qorps de (a ligne droite. Si l'on 
Con£dere le cercle comme un pcàygone , la corde infiniment 
petite pd fera Teipace parçoiuru pendant l'inftant précédent, de 
do fera l'efpaice que le corps décrirait dans l'inflant fuivant. 
Çeft pourquoi ({ Ton mené o c parallèle à. la diredion dC de la 
force qui agit en ^, 0^ (bra l'efiet de cet;e force , c'efl-â-dire la 
quantité dont cette force l'aura rapproché du centre du cercle. 
En e£fet, â cau(b de l'arc di inaniment petit , l'angle dCa 
e=tocy fbn alterne interne , fera infiniment petit , & l'on pourra 
Regarder le triangle tedbmgle ro ^ comme ifocelfe , c^eft-à-dire 
on pourra (hppofer to^^-^coy mais û Ton confidere le cercle 
çoimne une courbe rigouieufe, la tangente dn feraTetpace que 
le corps décciroit, tandis que ne exprimera Tefiet de la force 
qui agit en d poiu retirer le corps de la ligne droite dn, Cefl 
pourquoi dans la courbe rigoureule Vt^t de cette fôrce ex* 
prime par en ed \z, moitié de l'effet oc dans la courbe 
polygoiie. Donc Û on ne veut savoir un ef&t différent , il 
ta,\xi toujours confidérer I4 courbe de la même manière, 
parce qu'alors on s^ toujours le mërne rapport dans ie$ 
effets ; or dans la théorie des forces , c'en à ce rapport 
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fcul qu on fait attention *. De plus fi on ruppofc qu'un corps 
cft animé d'une force accélératrice confiance, qui le pouffe con« 
tinucilement vers un centre » & d'une force cangencieUe , non 
accélératrice , qui le poufle félon la tangente d'une courbe » 
il doic parcourir un arc de courbe & non une ligne droite. 
Ainfi on ne peut alors fuppofer , fans détruire en même 
temps la fuppofition , que le corps parcourre un polygone. 

JDes .Sections Coniques des genres fupérieurs. . 

9 1 . Si on a une courbe am A (fie. 4 5 •) dans laquelle 

faîfant la ligne a A (que j appellerai Vaxe ) = la^ 

rabfciflè ap comptée du fommet =:if , l'ordonnée 

pmr=^y , on ait x"^ ly"^ : : jf" : ( A;^)" =(1 ^ — :v)* , 

1*011 aura l'équation y'^'^^zz: x"^ {xa — x)" , qu'on 

appelle équation des cercles des genres Jupérieur^s. 

On les appelle ainfi à caufe de l'analogie qu'a leur 

équation avec celle du cercle ordinaire , qui eft telle 

qu'en fuppofant m s=z n = i , on aura y^ =3 

la X — x^ équation au cercle vulgaire **. Si on 

compte les abfciflès du milieu c de Taxe , l'on aura 

j^~ + » =: ( a — y)"* X (a + a:/ 5 & fi dans la première 

équation on fuppofe aA=sa y on aura j^*» -t » r=j 

x^ (û— jf)". Si dans l'équation j^"» •^^zzx'^ (a^xYon 

fuppofe fucceffivement m= 1,1,5,4, 5, &c^ 

& /2 = I , on aura ce qu'on appelle le premier 

cercle de tous les genres , c'eft- à-dire j^" szax '^ 

x^ y y^ s=3 ax^ — x^ , &c. Si on fait /tz = j & 

n = 1 , on aura y^ == J^' (a — *)* qui exprime le 

fécond cercle du cinquième ordre ou genre , & en 

^ Cela peut avoir fon utiticé dans la théorie des forces 
centrales. 

^* £n décrivant ces fortes de cercles , on verra qu'ils ne 
font pas ronds comme le cercU vulgaire 5 mais qu'ils ont 
différentes formes , félon la nature de leur équation. 
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faifant /w = i&/i = j,on aura y^ = x* (a^x)^ ^ 
troideme cercle du cinquietpe genre. En géné- 
ral le cercle d'un genre quelconque eft dit premier , 
fécond » croifieme , &c. lelon que n ( expofanc du 
refte de Taxe ) eft = i , i , j , &c- 

Remarque. Nous eftimons le genre de la ligne 
par le degré de fon équation^ mais on peut audî 
commencer à compter les genres depuis le cercle 
ordinaire , qu'on prendra pour le cercle du pre- 
mier genre ^ & alors le cercle que nous avons ap- 
pelle du cinquième genre fera feulement du qua- 
trième i de forte que Te cercle de Téquation^** * ' =3 
<z;c'» — x« "^ * fera feulement du genre m + i — i 
= m. On voit que cela eft indifférent .*. 
• 92. Toutes les paraboles peuvent être repréfen- 
tées par l'équation j^» -t- » == a'^x^ = x" ^en fup- 
pofant a = i. Dans toutes ces courbes faifanc 
;i; = o , on a auflî j s= o. De même en fuppo- 
fant x infinie , y eft auffi infinie , pourvu qu elle 
ne foit pas imaginaire. La diverfîté des expofants 
m &c n détermine la pofition des branches d'une 

f>arabole. Suppofons , pour plus de facilité , que 
'on prenne la racine /w -4- /2 de l'un Se l'autre 
membre de l'équation générale pour avoir y =3 



y a* jc". Si m &cn font des nombres impairs & po- 
fitifs, m + n fera un nombre pair , & at» fera une 
quantité pofîtive j dpnc y fera la racine d'un degré 



♦ En eftimanc le genre de ia ligne par le degré de Téqua* 
tion , il n'y aura aucune courbe du premier genre , parce 
que , comme nous le verrons dans la fuite » une équation 
du premier degré à deux variables x ôc y ^ ne reprêfente 
qu'une ligne droite. 

racin 
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{lair dVne quantité pofitlve ^ donc y aura deux va« 
.eurs , l'une pofitive ^ l'autre négative \ ôc du côte 
des abrôlfes pofitives ci (fig.4^.) , la courbe aura 
deut branches cpy cq ^ l'une du côté < n des or^ 
données poiStives , l'autre du côté cm des ordon-"" 
nées négatives* Si on fuppoiè x négatif , x^ fera 
une quantité négative , &c y deviendra imaginaire 
étant la racine paire d'une quantité négative (on 
fuppofe a poiitif ) î <lonc du côté ca des x né^ 
gatives la courbe n'a aucune branche. Si l'équa- 
tion étoii y^ ■*- « = — a»* a:" , dans ce cas x étant 
négatif on auroit y^'^^t::,^^ x\i ainfi la courbe 
auroit deux branches du côté àt% abfcifles néga- 
tives , mais elle n'en auroit aucune du côté des x 
positives. Suppofons maintenant que m étant paire 
~ n (bit impaire^> afin que 1» *-t- m foit un nombre 
impair. En fuppofant x pofitif , ^ x» fera auffi 
pofitif; ainfi j' fera la racine impaire d'une quan- 
tité pofitive > qui a une feule racine réelle & po- 
Jiîtive * j donc la coutbe n'a qu'une feule branche 
c'p du côté des abfcifles & des ordonnées pofitives 
(fig, 47.). Mais en fuppofant ;i^ négatif x'' lera aufiî 
négatif \ donc^ fera la racine impaire d'une quan- 
tité négative , qui ne peut avoir qu'une feule va- 
leur réelle & négative \ donc la courbe a une autre 
branche c q ^ont les abfcillès ôc les ordonnées'font 
négatives. Dans l'équation ^"• + » = — • a"» at", aux 



^ Cela cft éyiilcnt en fttppofant réf}uation x* = (' , 

qui donne x i= ^ ç^ = c. les deux autres racines 
c^'on auroit en divifant *• — c* =0 par x — c = o 
font imaginairts. En effet le quotient x*|+»tf*-Hc^=o, 

donne x =— — 1 V^«— î« 

Tome II, G 
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abfcillès poficives répondent des ordonnées néga- 
tives , & des ordonnées pofitives aux abfciflès né- 
gatives. 

Suppofons enfiiîre que n étant paire , m foit im- 
paire : X étant pofifeif , at*» fera auiiî pofitif , on aura 
donc comme auparavant une branchée/; (fig. 48,) 
du côté des xSc àtsy pofitife ; mais parce que toute 
puilTance paire d*une quantité négative eft pofitivc , 
X étant négatif, on aura x^ pofitif j donc y fera 
une racine impaire d'une quantité politive y donc 
la courbe aura une autre branche c ^ du côté des 
abfciflès négatives & àes ordonnées pofitives. 
Dans Inéquation y"» **• '^ = — tz»» ^^ Tun^ & Tautrô 
branche lera fituée du côté cm des ordonnées 
négatives. 

Suppofons enfin que m ÔCn (oient paîtes ^ m+n 
fera paire. Prenant x pofitif* ou négatif, x^ fera 
toujours pofitif; doncj fera la racine paire d*une 

2uantité pofitive ; donc y a deux valeurs. Tune po- 
tive , l'autre négative; & cela pour chaque x 
pofitive ou négative ; donc la courbe (fig. 49.) aura 
quatre branches , & s'étendra tant du côté des x 
& des y pofitifs , que du côté des x8cy négatifs^ 
Mais la courbe de l'équation j/"» ■*■* = — tf* ;i:« fera 
dan§ ce cas entièrement imaginaire. 

Remarquons en paflant que la parabole de l'équa* 
tion x"* •*" » =5 a*" y^ eft la même que celle dont 
nous venons de parler , avec cette différence feu- 
lement que les ordonnées de celle-ci font parallèles 
aux abfciflès de la première Se les abfciflès pa- 
rallèles aux ordonnées. En fuppofant fw a=r 4 & 
n =: I , on aura.y^ 5= a^x , équation à la pre- 
mière parabole du cinquième genre , faifant /n= 3, 
n zzi ^ on aura y^ wssio? x'^^ féconde parabole du 
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cinquième gente» En général on a 1e$ premières 
paraboles en faifanc nzz i ^ les fécondes en fai- 
fant n ( expofanc de rabfdire ) ass 1 » les ttoifîemes 
en faifanc /2==: ; , &c» 

• 9j. Si dans la courbe ^mÂ ( fig» 45* ) on 
Cuppofe que j'* ; tf /? X Ap ^ax ^ x^ iip : a^ 

on aura Téquation à TElIipfe -^^ ts ( it je — jc*) *^ 

Mais & Ton fuppofe que^""*"» : x"^ X (<:^ jr)' :: 

p : a y on aura - ^»» ••'»=: ;c*(<ï—. jc)", équ^te 

non aux Ellipfes des genres fupérieurs.^ Pour avoit 
la première Ellipfe du cinquième genre » pat 
exemple , on fera ntssi i\ pour avoir la féconde » 
on fera /2 =: 1 , &c. 

j4. Dans THyperbole en appellant le. premier 

axe a , le paramètre /? , on a -^^ 5= tf x •+- ;c* *• 
Maisfî on fait^"» + » ; ;c» X (a + ^)''» •^*^»<i*^'^ 
lîon cire - y^"^ " =s ;e»» ( a -+- x )" , on aura 

l'équation aux Hyperboles des genres fupérieurs. 
Les premières , fécondes , troifiemes , &c. Hyper- 
boles di; feptieme genre y par exemple , fe déter-» 
minenc en faifanc n ss=i i , 1,3, &c. 

Remarque. Si Texoofanc /n •+• « de y eft 
un nombre impair , y ne peuc avoir qu'une racinô 
réelle , & feulemenc deux racines réelles fi cet ex- 

* En divifant par a & multipliant par p , on trouvera 

y^z=:px — ^ — 5 donc en mettant i tf au lieu de tf , 
a 

aurpit^* =j^x— £— , éouation trouvée çi-deflu$(n^ 31). 

** On fuppofe ici Ta^tc sis a 9c U paxametre === p. 

G 1 
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pofant eft pair j donc dans le premier cas ^chaque 
abfciiTe il ne peut répondre qu'une ordonnée , Ôc 
deux dans le fécond cas ; donc dans le premier cas» 
il n'y a qu'une feule branche du même côté d& 
l'axe 'y mais il y- en a deux dans le fécond cas. 
Cette Remarque a également lieu pour les cercles ^ 
ellipfes ôc paraboles des genres fupérieurs. On va 
voir auffi que c*eft la même chofe pour les Hyperbo- 
les des genres fupérieurs rapportées aux afymptoces. 
95. Si on fait at"» : û» •; a" : ^'^ , on aura x'^y" 
e=a tfw» •*■ " , équation aux Hyperboles des genres 
fupérieurs rapportées à leurs afymptotes *. De cette 

équation il eft aifé de tirer y^ = — j^. Si on fup- 

pofe X infiniment petit , ona^'^îs», ôc y=si 

l/'w. Mais en fuppofant «"«oo, ona^" = o. 



m + n 



t>cy =s o. De l'équation y^ ss- , on tirey; 




x"^ 



équation qui fournît les conclufions 

X 

fuivahtes. Si /» & 72 font impaires , ce qui arrive 
dans l'Hyperbole ordmaire , en fuppofant x po- 
fitif, jc» fera auflî pofitif ^ doncjy fera une racine 
impaire d'une quantité pofitive; donc^ n'a qu'une 
feiue valeur réelle. C'eft pourquoi Ip. coinbe aura 
une branche p (%• 50 ) du côté des- abfciflès 
& des ordonnées pofitives. Si * eft négatif ^ x^ le 
fêta auili , & y lera la racine impaire d'une quan- 

* On peut auflî faire x^ : a^ : ; a^^" : y"*"*"; dod 

lontfre «"*= y'*~''*"autre équation aax Hyperboles . 
qui donne les mêmes réCOflut» que la premieic. 
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.cité négative , racinie qui.na qu'une feulé valeur 
réelle , mais négative \ donc il en réfultëra une 
autre branche f du côté des x & des jr négatifs. 
Si n eft impaire & m paire » prenant x pofitif 
ou négatif , x^ fera toujours pofitif ; donc y 
fera la racine impaire d'une quantité pofitive , qui 
n'a qu'une valeur réelle & poiitive ; donc la courbe 
{ fig. 51.) fera cqmpofee de deux branches^ & f i 
dont la première a les abfciffes & les ordonnées 
pofitives y la féconde ayant les abfciâès négatives 
£c les ordonnées pofitives. . , . 

Si n êftpaire &: m impaire ^ x étant pofirif, x^^ 
le fera aufli , & y fera la racine paire d'une quan- 
tité pofitive , qui a deux valeurs , Tune pofitive , 
l'autre. négative ; donc la courbe aura deux bran- 
ches , l'une p (fig, 52.) du côté des ordonnées 
pofitives , l'autre q du côté des y négatifs; Si x 
, eft négatif , x^ le? fera" aufll ; donc y racine paire 
d'une . quantifié négative fera imaginaire j donc la 
.courbe. Â'a aucune branche du coté des x néga- 
tifs. Dans tous les cas dont nous venons de 
.parler , fi l'équation étoit x"» j^» = — a^ +» , il 
en réfulteroit les incmes Hyperboles en changeant 
les X iSc loi y pofitif& ea négatifs & réciproque^ 
jnent^ / : 

Enfin fuppofant que m Se n font des nombres 
paks , pour x pofitif ou. > négatif , on aura tou- 
jours x^ pofitif, & y racin» paire d*une quantité 
^pofitive aura deux valeurs , l'une pofitive & l'aucre 
négative corrcfpondantes à chaque x pofitif ou 
négatif j donc k courbe (fig. jj. ) eft compofée 
de quatre branches fj gj q jr qui s'étendent tant 
du côté des X & y j)ofitifs , que du côté des 
X ^y négatifs. Ma.&$ 1^ b^^ançhes de la cqurhe. 

G j 
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dont réquarion feiK>ic Jif*^" =^— a~"^* font dans 
ce cas muginairesé 

Remarque. Les Hyperboles dont nous 'venons 
de parler dans ce dernier cas , ne font aftttre chofe 
gue les Hyperboles des èas précédents unies en- 
{emble. Car en prenant la racine quarrée jufquU 
ce que l'un des expofants de x ou de 7 , ou tous 
les deux foient impairs , on aura une équation , 
dans laquelle , à caufe du double figne + , il 
fe pré£entera deux Hyperboles: qui apparriendcont 
i quelqu'un des cas ci*de(Iùs. Il eft vi(ible qu'il 
faut nufonner de même par rapport :à^ Féquation 
a la parabole j"* ^ » z=r ^ »" x» , lorfque mSc n font 
des Jiombres pairs. 

9^. Oifons un mot des Courbes ^ qu on nomme 
Paraèolûïdes. Qh appelle ainfi toutes -les 'courbes 
'dains lefquelles l'ordonhée ^ multipliée par une 
confiante = i , ou , différente de rtmité.^ eft égale 
à une fonûion rationelle & entiècie de pr.. Telle 
efk la courbe de Téquatiôn û^y = x^ i^-H-'Ax? -4-^/*. 
tL'équation générale des paraboloïdes cfl ^"^ * J~ 
>fi».+-.*Ar« — i^^tffAr*» — ». . . , • . 4.û»»^>i-. 

Parce que y ne monté qu'au premier dbgré , il eft 
évident que la valeur e(b toujours réelle ^ fôit^iuon 
fuppofê X pofitif ou négatif; donc la courbe 
ffig. 54.) n'eft point întercorapuô'f' maïs elle s'é- 
tettd à rinfini du. coté des.»: pofkifs ôç du coté 
des X négatifs. Sirl'ïm fuppofe x infînj foie pdî- 
tif > foit négatif , eii négligeant tous les termes , 
qui, en comparaifbn de x^ font regardés cammè o^, 

x^ 

on trouve Téquation y s» - ^^^ ^ Dans cettp 

Bacme fuppofition de jir = o© ^^ fî »? eft impair y 
&t^ pofîtit fi x eft pcffitif j de négaëf û * eft 
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négatif. Mais une courbe continue » dans laquelle 
y doit palTer du pofitif au nçgatif , doit ncceflai- 
remenc couper la ligne des abfcillès y or elle la 
coupera ou en un , ou eh trois , ou en cinq &c. 
points : enforte que le nombre des interférions 
lera impair. En effet fuppofons que la courbe eft 
paflée des 7 poficifs aux négatifs en coupant une 
rois la coturhe , fi elle repafle <lu coté des y po{i«^ 
cifs en coupant une féconde fois la courbe , elle 
aie peut repaflèr du côté des y négatifs, qu'en 
coupant trois fois la courbe ^ôc ainu de .fuite; 
donc &c. (i /n eft paire x étant infini, pofitïF 
eu négatif > x^ fera toujours pofitif auffi - bien 
que y i or une courbe continue, dans laquelle y 
Kpofidant i un X infini , pofitif bu négatif, 
eft toujours pofitif, ne coupera point du tout la 
ligne des abfcifiès , ou la coupera en deux , en 
quatre , en fix &c. points y en forte que le nom- 
bre des inteifeâions fera pair. £n eff^t en pafiant 
d*abord des y pofitifs taux négatifs , il doit fe 
faire une interfçdion , & pour repaffer auxy jpo- 
£tif$ il doit s'en faire une féconde , & ainhde 
fuite. Si dans le dernier terme k eft négatif, en 
fuppof;^it AT = o , on aura j = — /t ; donc dans 
ce cas il y aura au moins deux interfeâibns. En 
effet X étant pofitif & d'une certaine grandeur ^ 
y le fera aufli évidemment ; mais x étant = o > 
y devient négatif; donc la courbe coupe une fois 
la li^e des abfcifies avant que x devienne o , 8ç 
comme y eft pofitif lorfqqe x négatif eft infini , 
la courbe repafle néceflairement du côté des y po- 
fitifs ; donc &c, 
fj. CoKouAJUB L II fuit de ce que nous venont 

G4 
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de dire , que toute équation d'un degré impair a ath. 
moins une racine réelle , & fi elle en a plufieurs 
leur nombre eft impair. Car fuppofons tous les 
termes de Téquation égaux à ^ , en concevant 
décrite la courbe que repréfente cette équation St 
dont a b foit la ligjne des abfciflès , il eft vifible 
que les racines réelles de cette équation fe trou-> 
veronc en fidfant y = 6 * j et y eft o au point 
où la courbe coupe la ligne des abfciflès \ donc les 
abfcifTes comprifes entre l'origine & les points d'in* 
terfeâion font les racines réelles de l'équationi^ 
J^ais on a prouvé qu'il y a au moins un* point 
d'interfeâioh ^ & que quand il y en a pluiieurs 
ils font toujoncs en nombre impair^ donc une équa^ 
tion déterminée *'*' d'un degré impair a au moins 
une racine réelle , & fi elle en a plufieurs elles 
font toujours en nombre impair. Si l'iiiterfeâion 
avoit lieu à Toridne des abfciflès , il y auroit une 
racine s= a , & le dernier terme manqûerôit. De» 
U on peut conclure que les racines imaginaires 
font toujours en nombre pair dans une tôlte'équa- 
tion. Car fi d'un nombre impair de racines vous 
6tez un nombre impair de racines réellesv il ref- 
tera un nombre pair de racines imaginaires. 

^8. Corollaire IL Les équations de degré 
pair n*ont aucune racine réelle, ou en ont tou- 
jours un noi^bre pair. Car fuppofant la fomme. 
des termes d^une équation de degré pair égale à^y, la. 
courbe doit couper la Kgne a B (ng. 5 5 ;) des abfcifies 

* • M I m I 'il I II I II ' il I ■■ Il I . 

* C'cft la même chofc que de faire lafommc de toû[f 
les termes d'une équation égale à o. 

^^ Une équation déccrmittée eft celle ^i ne «^onticat 
qu*uac iocoonue* 



Digitized 



by Google 



W n t ■ ■!■ ■ I .1 » 

Sections Coniques. 105 

* -dans uii nombre pair de points » ou ne la point 
couper du tout, ainfi que nous l'avons dcja prou* 
vc. Mais 'fi le dernier terme de l'équation eft né- 
gatif, la Courbe coupant alors la ligne des ab- 
Icilïes au moins en deux points, l'équation déceti» 
minée aura au moins deux racines réelles ; & en 
général il y aura autant de racines réelles qu il y 
aura de points d'interfeâion y donc il y aura un 
nombre pair de racines réelles ; donc les racines 
reftantes, s'il y en a , feront en nombre pair Se 
imaginaires. 

9^. Corollaire II L II fuit des deux Corol- 
laires précédents , que dans toute équation fatio- 
nelle & déterminée , les racines imaeinaires , s'il 
y en a , font toujours en nombre pair , ce qu'on 
Mit d'ailleurs. 

De quelques ufages des ScSions Coniques. 

100. Oa fait ufage de la Parabole & de rEriipfe dans 
)a conftrudioa des vaifTeaux. Lorfqu'on veut donner beau* 
coup de façons à un vaifleau , on fe fcrt de la Parabole 
pour placer le maître couple ( Q*eft le plus grand couple 
CXL vaiiTeaa )• Ayant décric on re6bangle m n ba ( fig. 
jé^.)> dont la longueur mn ^{i égale à celle du baux ^ 
Zc la hauteur ma eft le creux du navire ( c*eft-à*dire , eft 
égale à fa profondeur ^ à compter depuis le baux ) 5 d^ 
part &: d'autre du milieu ^ de ^ ^ , on prend les lignes 
q^ t >A égales au demi ^ plat de la varangue ( les varan- 

i^jues lonc les pièces qui portent immédiatement fur la quille ^ 
e demi-plat eft leur longueur- horifontale. compté à droire 
ou à gauche de la quille en «liane vers b ot» vers a , èc 
|oignant les deux demi-longueurs cnfemble , Ton aura la 
longueur entière ) ; & ayant mené go , àû perpendicu^ 
iaires k ba & égales chacune à Xacculement ( Tacculement 
^ft la diftancc de Textrémiié de la varangue à la ligne 
horifontale ab)^ on décrit deux paraboles égalês.;7R0, 
ma» d<>nc Taxe commun eft la ligne mn , U qui doivent 
pafler par les points. 9cq. Pour pouvoir décrire ces.pa.<» 
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nboles , il faffit de trouver leqr paraoïetre ; or en pro^ 
longeant h o jafques en / « & prenant une ligne troiiieme 

{»roporcionnelle à rabfciire n i & à rordonnée o / , on aura 
e paramètre ctcrchi ( i^. ). Le paramètre f étant connu 
ivcc les fommets m & h , il fera aifé de tracer ces pa- 
raboles. Pour tracer les denai - varangues q o , ayant tiré 
la ligne droite qio ^ on la partagera en i ed deux ëgale- 
fnentj. on partagera a u(& io. Ç9 ^eux parties égales en r, 
êc par le milieu r on lui mènera la perpendiculaire rk 
jufcju'a la rencontre de la ligne qx déterminée, en fai- 

jàut / jr = ~ » ce qui fait voir que x o cft la normale de 

la parabole par rapport au point o ( 1 1. }. Du point k 
eômmc' centre , & de rintervalle kû on xiécnra un petit 
arc de cercle oi^^qui touchera évidcmmcni la parabole 
en a, puifquc le centre de ce cercle fc trouve fur un point 
k de la perpendiculaire à la tangente en o de la parabole, 
te qui fait que cette tangent^ apparùcnt à la |;araboIe 5c 
à l'arc o i. Ayant tiré k i & fait le proIoni>cment î # s=a 
ik^ du point, t comme centre & de rintervalle / i ^ on 
décrjira un petit' arc iq ^ concave du coté de /, lequel 
touchera Tare ï o en i , puifque ces deux arcs ayant Xzvttt 
centres fur la même ligne , leurs rayons doivent être per» 
pendiculalres à une tangente commune qu*on meneroit 
par le point î à l'un des deux arcs. On s*y prendra dç même 
pour achever l'autre moitié ; mais on fe fert de rEIIipfe 
lorfqu'on veut donner beaucoup de capacité à un vaidTeau, 
ICI. Sùppofant que m /x(fig ^7.) repréiente la demi l^rgeux 
du vaifTcau **, m M la ligne du créux^M q le, demi-plat de la 
Taranguc,M^ Tacculement. Prenez *ci===?n«j fur c^comme 
toté , conftruifez îe quarré ex'ys^ du point c & du rayon 
es décrivez le quart de cercle x oie , partagez c x en un 
grand nombre de parties égales , par les points de divi<r 

■' ' ' . ' I ' '■ p ■ . V. i ^ 

' * Puifque iA: = it zsrko , il eft vifible qur ie cercle 
décrit du point t avec le rayon i f ^ doic patfer par les extré- 
mités i & ^ de la ligne iq » comme l'arc de cercle décrit da 
point k avec le rayon ki paflè.par les extrémités i jr o d# 
la ligne i 0=2 i^. 

^'^. Nous l'appelions ainfi , quoique layrâie dcmi-largem 
qf foit plus grande de la quantité qM. - 
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fon met des 'paraildtBS à xy , diviCti m h ^s=: ni en un 
mime nombre de parties éffdcs , portez chaque o h fut 
4a divifion correTpondaate en prenant O H=: a ^ , 6c voas 
^urez ane parde nb Az la moitié du maicre couple. Pour 
ayoir la partie inférieure tirez la ligne b qy fur le milieu ^ 
de laquelle vous mènerez la perpendiculaire ^:^ jufqu*à là 
tcnconcre en A: du prolongement, de m b. Du point A: comme 
centre avec le rayon k ^*=iîr qk^ vous -déctircz Tare f f 
pour aîvoic la moiCié n bq an maître couple , Tautre moitié 
%t cbnftrak de-mémc/ K nous r^ê à fair« voir que la 
courbe nO b c(i elliptique. Soit fuppofée mnlt petit demi- 
àxc, mi- le' demi-grand axe d'une Ellipfc. Par conftruc- 
tion les lignes^'n H ^ n i font dans le rapport de sh i s y ; 
ipuifque les points A & H font fuppofés /îtués fur des di^ 
vifîons correfpondaatcs j donc on a s y z=z cx=: mm 
s h =1 po : : «1 = ^b''. ;iH = ^O ; donc mb : uO 
t : £X : pp. Ou (^alternahdo) mb i'cx : : liO i p ; c'cft- 
a-dire'que leS ordonnées à la courbe nOb & au quart de 
cercle s o sp font toujours dans le rapport confiant du dcnii- 
axe mb sivL rayon du cercle ex, où du demi-grand axè 
Inb SLVL petit demi-axe /^iw y donc la courbe nOb appar^ 
tient à une Ellipfe,*^ De plus b étant réxtrérairé du dcmi- 
g;randaze , la ligne i'i perpendiculaire Çutmb cft évidcm- 
*nieht tangente de TEllip^ j or elle eft aufïl tangente de Tare 
circulaire bq, puifqn'elle eft perpendiculaire fur l'extrémité 
t4\f^ rayon JrMc^ùtt»-doac cec arc tai»6be r£l)ipfeeo^ 
' lox. P RO B L s M Er 'Suppofant aùe le rejfort d'une moti' 
tre foît tel qu'en ff . d^bof^d^int fa force dêçrojjfe comme Us 
lignes mp y nt>ls h 6»c. {fig. 58.) , ou comme les éléments 
du triangle mgi ^^ M demande la figure que doit avoir la 
fujee [ty pour/qtie ^' mouvement de la montre foit tau-' 
jours uniforme.' 'Mx mp la force du pcflbrt au commence^ 
ment de fon débandeinenc , sh £si force , lorfque la fufée 
cft entièrement dcvid<|e ^ m i Tax« dc^laiicourbe cherchée. 
Soît = y l'ordonnée rit qui repréfentc le tevicir ^ à rcxtré- 

*^Car en faifant mb:==:a, cxzi=: byuO^=y » cp==: 
4auir=iXt po è=ç> r^n aura ai^ : bb : : y* : |*. Mais 
par la propriété da^ccxclCf j;* = *i -- jr xr-; donc y* =a 
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mité dtt«}iiel agît It force n a. Parce que le produir cie 1a 
force no X y doit eue cooftant * , foie ce pro(iaic=a.^« 
£n rappofaoc si =: h èc ks :n: d, les triaogies fembl»* 
blés si h, ino doimcat isish :i in i no , on .(;eii-fai«. 

fant sn^ss p) b i d ;: i-f-jT;ita= ■■ > ^ Si ^ 

, j a.d d.iè-^p) 

nais /lo X y sss ii.tf / doac no s= — s=s ^ • 

^ dh ^ 

ionc a.h.d:ssd x(h^p) Hy^fia^Y^ssc{è^) 

X y 9 otx aè = c* s=s x.y , en fuppofanc c moyenne pco- 
parcipnnetle entre a ic h , 6c x sszl -fr P S or cette équa- 
cioA appartient à THyperbole raj>portée a Ces afyropçoccs^ 
donc , dans cette fuppolïtion ^ la fufée de h montre doit avoir 
la figure d'un hyperboloïde fbtmé par la zévolutioa d'une 
Hyperbole autour de Con afy^ptote. 

La Parabole Se VEllïfCc font d'un grand u£ige dans^ 
rAftronoroie pour calculer le mouvement des Comètes Se 
des Planètes. Dans la (èconde ^ditton de nos Inftitutions^ 
Mathématiques , nous avons fait des applications t^rès-incd* 
leffantes de ces courbes à la Tiiéoiie des Forces Ceo.- 
traies , à l'Adronoinie Phyfique » à la Dioptrique & Catop- 
trique , auxquelles nos Ledeufs pourxojic avoir recours ^ 
s*ils le jugeât à propos. • 



Des Courbes AtciBRiqucs. 

1. J-Vous avons dcja dît dahs les Seûions Co^ 
niques (S^^ ) qu'une Courbe Algébrique eft une 
Courbe exprimée p^r une équation algébnrique , qui 
contient le^ rapport qu'il y a entre -les ordonnée^ 
& les abfdfTes. Les lignes algébriques font dîtes 
du premier > fécond, troifîeme Sec. ordre, feioii 
que leur équation eft du premier > feconi , troi^ 
iieme &c. degré. Ainfi l'équadon au cercle y* =t 

" ■ ■ Il . ■ ' I A 

Z Afin que le mauTemeat des roues folt uniforme» • 
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^* — ;if * , ou en tranfpofant , ^* ^ flf* *- ^ * = o 
eft dtt fécond degré , & le cercle eft une ligne al- 
gébrique du fécond ordre* L'équation ^^ 3= ax*^ 
ou y^ — tfx* =0 repréfente une ligne du troi- 
£eme ordre. En général une.ligne d'un ordre quel- 
conque peut être lépréfentée par l'équation /y^-h 
frx'^ -+- ky^ jif'-+- izzo , en prenant pour/y« tous 
es termes qui ne contiennent qu'une feule puif- 
Tance de^ , pour^jif' tous ceux qui ne contiennent 
qu'une feule puil&ice de x , pour hy^x' tous ceux 
qui contiennent à Ja fois x 8c y. Mais / repréfen- 
cera 1q terme conftant ou les termes confiants s'il 
y en a plus d'un , & l'on fera /= o , s'il n'y a point 
de terme conftant dans .l'équation. Ainfi s'il s'agit 
de l'équation ay^ -+- cy -+- b x -H dx^ "+"/' ^y + 
q xy^ -1- gsssso , fy" repréfentera ay* &c cy ^ 
^;if» repréfentera bx & dx^ ^ hy^ x' repréfentera 
d^'abord ppcy^&c enfuite qxy^ ^ enfin l'on fera 

1. Probxexcc. Etant donnée Véquation d\ne 
courbe algébrique (quon appelle aujjî géométrique) , 
décrire cette courbe ( fig. i.). Suppofons les ordon- 
nées perpendiculaires aux abfciflès , & donnons aux 
abfcillès x plusieurs valeurs fucceffives depuis o juf* 
qu'à M , & pour chacune de ces valeurs cherchant 
les valeurs correfpondantes dey j on mènera aux 
points correfpondants les ordonnées p m pofitives 
ou PM négatives , & par les points /ti j M &c, 
on tracera la courbe m c M, Par exemple , pour dé- 
crire Ja courbe de l'équation y^ — û x* = o , fup- 
pofant X = o , on aura jy = o ; donc prenant le 
point c pour l'origine des abfciffes , la courbe paf- ♦ 
lera pAt ce point. Faifant enfuite or = i , on aura 

y = a Se y z=, y^â i ôc fuppofant a wss j ^ on 
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aura^ = î- * Prenant donc cazsx^ i ^ on mè- 
nera l'ordonnée bazz^ ^ Se le^pomc^ appartiendra 
i la courbe. Faifant x =: a , on aura^^ z:z'^az^^, 

icy = v^f y prenant donc c/ = x = i ^ on pren- 
dra /? /72 =ï |/î ( ce qu'on peut faire du moins 
par approximation , en fe fervant des décimales )• 
Faifant enfuite fucceffivement :if = j , 4 , &c, y , :^, 
2 \ , &c. on cherchera les valeurs correfpondantes 
de y. Faifant de même x = — i , =: — 1 , &c. on 
aura les valeurs de y correfpondantes aux abfcifles 
négatives. Faifant pafTer une courbe par les extrémi- 
tés de tous les y trouvés , on aura la courbe 
yLc m d'autant plus exactement qu'on aura pris 
les y plus proches l'un de l'autre , iç qu*on aura 
trouvé des valeurs plus exaCbes de ces y^ 

Exemple fécond : foit l'équation de la courbe ^ 

y == |/* Hh \/x^. Je remarque d'abord qu'en pre- 
nant ba ( fig. 1,) pour l'axe & a pour l'origine des 
abfcidès , la courbe ne doit avoir aucime branche 
du côté des x négatifs j car en fuppofant x 

négatif l'on aura y =^V .— ^ ^ dt V^ — ^^ quan- 
tité imaginaire. On ne peut pas non-plus prendre 

le radical j/i en — , car alors y/x^ deviendront 
|/ (— JT. \/ X") , quantité imaginaire. Suppofant main- 
tenant X = 1 , nous aurons y =: i H- i > ou 
yz=ii &cy = o y donc en prenant a b =z i , un^p 



* a peut défîgncr j de pied ou de pouce , &c. cela cft ar- 
bitraire. Si a defîgne ~ de pied , l'unité de ligne défignera 
I pied, 8c Cl a défîgne | de pdacc , l'unité de ligne déii^ 
gncra i pouce. 
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des branches « m de la courbe rencontrera l'axe 
ea 1 1 Tautre branche a n paiïèra par le point n ^ 
extrémité de Tor donnée A/2=:2. SiA:=:tfP=3 
7%- , l'on aura (par approximacion ) y = i. 741 > 
^ ytsss,o. 047. Le point N de la plus grande or- 
«dbnnée appartiendra à la branche an y & le point 
m de la plus petite ordonnât P /w ^ appartiendra à 
la branche amb ^ &c parce que entre ^ & ^ lej^ 
deux valeurs de y font toujours pofitives , les deux 
branches am^ aniont (ituées au-de(Ius de l'axe, 
>lais en fuppofant x > 1 , on trouve pour j deiit 
valeurs , l'une pofitive & l'autre négative ; de forte 
que la branche a n refle toujours au - deflîis de 
l'axe & la branche amb defcend au-deflbus du 
même axe. Si l'on calcule les valeurs de y en dé- 
cimales , on trouvera autant de points de la courbe 
que l'on voudra j & cela d'autant plus exadtepient 
qu'on pouflera l'approximation plus loin. Si on fup- 

po(e:c = o«, on zy =: 00^. H^- oo* = •+• <»♦ 

(parce que le premier terme difparoît devant le 
fécond ) ; donc les deux branches s'éloignent infi- 
niment de l'axe des abfcifles , l'une en deffîis , 
l'autre en deflbus. On peut remarquer en paflant 
que les deux branches en partant du point a tour- 
nent leur concavité du même côté , de forte que 
la convexité de l'une eft tournée du côté de la 
concavité de l'autre. 

Si on avoit l'équation x\ — x ^y -+- j^^ = 0, 
on fuppoferoit fucceffivement ;if = 1 , 1 , j , &c. — i , 
— i , &c. & Ton réfoudroit l'équation du troifieme 
degré* qui réfulteroit de ces fuppofitions. Les ra- 
cines feroient connoître les valeurs correfpondantës 
de y. Si l'on ne pouyqic céfûudre l'équacion que 
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par approximation , on n*auroic que des valeurs 
approchées de y *. 

3. Problème. Etant données plufieurs quantités qui Hé» 
rivent d'un égal nombre d'autres quantités y trouver la loi 
l du moins approchée ) que fitivent ces quantités. Par cxcm* 
^\t , étant données les quantités ab ^ hc, fg {6g. $. ) qui 
dérivent des quantités da , de ^ df par une loi inconnue, 
trouver cette loi ( du mc^ps par approximation )• Regar- 
dant les quantités b a^ ch, &c. comme les ordonnées ôc les 
quantités da ^ de ^ &c. comme les abfcifTcs d*unc courbe 
qui pafTeroic par les points b ^ h, g ,oïi fuppofera y =: 
,a -^ b X + cx^ ftn prenant autant de termes que Ton a 
de points donnés. Les quantités a , b ^ c font conftaaces , 
mais indéterminées. Pour les déterminer on fupfofera que x 
étant = da^ y eft = ^ 4 , ce qui donnera une équation 
dans laquelle on aura trois inconnues a , b 3c c. Suppo* 
faut en fécond lieu qu'ayant x = de , 1 on a y = c A, 
on aura une nouvelle équation» dans laquelle il y aura 
les mêmes inconnues a , b y c. Enfin en fuppofant que x 
valant df, y eft =^fg , on parviendra à une troisième 
équation qui aura la même condition. L'on aura donc crois 
équations & trois inconnues 4 , b y c ; donc on pourra 
aifément trouver les valeurs de ces trois inconnues. Subfti« 
tuant ces valeurs dans l'équation y=ia -|- b x -f- c a* , 
on aura la loi cherchée^ = 1/ -f- ^' * -f- c' ** ( ^ , ^' , ^ 
défigncnc les valeurs àtAyb^ c » données par les équations 
donc nous venons de parler ). Maintenant pour connoitre 
la quantité pm qui répond à la quantité dp yZ \z place 
de X on fubftituera la valeur connue àe dp dans la formule 
que nous venons de trouver , êc p m ou y deviendra con- 
nue. Cette méthode s'appelle la méthode des interpolations , 
qui eft d'un grand ufage dans l'Aftronomie. Suppofons, par 
exemple , qu'on ait trouve y=j, y= i,& e'=zl^ 
& qu'on demande la valeur de y =1 p m , en fuppofanc 
,*= I -H f , on auray = i-f-x-}-i-+-i-j-|r=: 



♦ Si l'angle des coordonnées éloit donné de jo*» , par 
exemple , on meoeioic les ordonnées parallèles cntr elles Se 
faifanc avec Taxe des x an angle de 50^ 
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•5 — (~|. Mails Ci Ion avoit yts=: ds2i:ns poar avoir xssi 
W it 9 on réfoudf oit T^quation c^ «* -f- ^^ * -4" J ^=^(L 

Du thangemenî des Coordonnées x & y. 

4, Soit une courbe dm (fig»4,) dans laquelle 
le point a foit fuppofé l'origine , & ^^ l'axe delî 
ijc , enforte que ap :zz x. ^ oA veut changer cette 
origine de manière qu'on veuille compter les abf- 
cifles depuis le point d fur le même axe , l'or- 
donnée ab z=:y refteta évidemment la même qu*au- 
paravanr% Suppofons la nouvelle abfcifïè dpzizcj 8C 
-adzzLf D'ans ce cas on aura aptzzxdzi^f. Ceft 
pourquoi fî dans l'équation de la courbe on fubftitue 
à la place de AT & de fes puiffànces r-— /& feis 
puilTances , on aura une équation entre t àcy qù4 
Tepréfentèra la même courbe , avec cette diffc rence 
que l'origine des abfciflès feiuen d^ au lieu qu*elld 
te trouvoit ci-devant en a. Si le point d croit 
fitué en D à la droite dii point a y } deviendroit 
négative , & l'on auroit x = r -+-/• L'abfcifle D/? 
feroit hégative lorfque le point p tomberoît ^ la 
gauche du point D , & pofitive dans le cas con- 
traire, Suppofons mainrenant qu'ayant tiré la ligne 
s q parallèle à l'axe * cp , on veuille prendre le 
point g de cette ligne poiK l'origine des abfiiïes; 
Apgellant 1q$ nouvelles abfcifïes ^ç (r) , & les 
ordonnées m q\u) ^ fi on fuppole ha = ^ /2 = 
fy hgi;;:Mpq^g^ On aura g^ z:zgn ^ nq^ 
ha ^ ap i=i f'^ X z=,t y i^ X z=: t ^ f ^ mp 
^:zmq^pqt=: w^ grzy{Ci la ligne sq étoitfîtaée 

m ■ ' ■* ■ ■■ « ■ Il ■■ ■ »■ I ■ ■■ ■ I ^ I II ■ I I 1 ■ ■ ■ iw 

^ Nous cntcûdons id'pàr âxc des abfcifTcs la ligne fur 
laquelle on prend les abrcilfes , foit que les ordonnées foienc 
perpendiculaires oa obliques à ceue ligne. 
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au-tlelfiis de da. Ton auroic^ = « +^) ; c'eft pour<f 
quoi {\ élans réquacion à la courbe , à la place de x 
on fubftkue t^fyôcu — ^ au lieu de ^ , on aura 
une éqilaciôn entre u 5c t qui repréfentera la même 
courbe y mais donc Taxe des abiciiTes fera s q ^ ^ 
l'origine des abfcifTes le point g. 

5. PKOBtEME, Etanc donnée r équation â une 
courbe Km ^ dont les coordonnées x ^ y font per- 
pendiculaires l*une à l'autre j trouver une équa- 
tion qui exprime cette même courbe rapportée à 
un axe Rr oblique au premier ( fig, 5,), en Jup^ 
pofant les ordonnées m t obliques ou perpendicu- 
laires à cet axe. Soit fuppofé le point i j la nou- 
velle origine des abfcifles , Tângie Ktm des non- 
yelles coordonnées «=: A , fon finus = p ^ Se fon 
cofinus = q. Du point d tirant dg parallèle im poj 
nous ferons a g =/> dg ziz g z=: po. Ayant mené 
do parallèle au premier axe , foie = m le finus de 
l'angle odt ^ fon coûnus =^ n. Menons mq pet- 

fendiculaire fur dt ^ Se faifons dq z^ t ic qmz=zu. 
aifons de plus les coordonnées obliques </r = r, 
tmzzz s. Tirons enfin les lignes o P , o Q perpen- 
diculaires , Tune fur mq ,. l'autre fur dt. Cela pofc, 
le triangle rectangle m q t domie le rayon R (que 
nous fuppofewns = i , à quoi .l'on doit faire at- 
tention ) : cof. iftq{q):imt{s):qtzs: -\ sss 

— == ^ f ; donc diq:s:t'szdt^qt = r^^s.q. Le 

même triangle donne finus total f x ) : Cm. mtq 
ip) • • ^ : u =z p.s. De plus le triangle redangle 
,moQ donne i :y-r\rg;: n;mQ* z=: n.y^ n.g. 

?r '■' ". ' "' ' " ■ ' . ■ . " , ■ . ..j. 

♦ A caufc domos=szmp -^ po =:^ H- ^, & de l*#nglc 

f^i^^=: qid. -£a effet ics cxiâogies tcdangics iflfd^ î df 



Digitized 



by Google 



#.^ i< L>j..x. ^ ■ ' jv ' "^ ' .i ' ' ..j i f- . LiiiJ« « ,jia^j gw 



JLe mcmç Wngle 4Qnije^ ^ '*y ^ g II fin? Q^P 
ou im. idq (m) : Qo =» ? P ^s^'»^ ri-^./w. L^ 
triangle redangle o4P doanq i : m :ido=:^ga ^ 
ap = /^-+- ^ .• p P = ^/ -H 'o •^- Le mêmç çriîyrv 
gle donne i i n\\ 4o (^f-^ x ) : rf P =; /?.;c ^ 
72./,* donc ifç = r=^P-:çP s=: nf^ nx -- 
gm^^r^y m j, qm = u=i m Q^ gQz:i;=:: mQ + 
^ P = /?z/ ^ m X -jr^ n g *jr f^ y\ Lorfq^e T^ogl^ 
it m devra erre 4rQÛ , on aura p ^i iç q^ o^^ 
De ces équations on pput tirer facilement Ïqs 
Valeurs à^ x &c y. En efïet laiflanps^ fepl 4a4^ 
tan men^re fans le délivrer dç ipn coeffici^c , û 
premier ç équation doni^e nx s=:r4- /bj^ ^gm-rr 
nf^ la fecondç donne mx t=z u •-•- m/ — /^ j^ -^ 
72 g', Faifant = a dans la première ^:=p b daqs U 
féconde » toutes leâ quaiitités du fécond inem>brp 
qui ne foqt p<is affeâées de j^ > on a ks 4eu^ équ^^ 

tioqs ^ ^ ^^y J^^ Multipliant la* pfertiie^e 

|)ar /fz ôc la féconde par n on, aura cçs 4eux gUiCre^ 

équanôns ^ _ *^ j^ -t- /w tf Otant la féconde 

de la première , réduifant & tr^nfpofaiie^ il vifiiK 
(/w*+ «*) X J= '^ b -^m^i^Si: 4ivifa|Jit|)fi^r m^-^^ 
5=1*, l'on trouve j^ =/i A T** ;^<? = «gf -f- ^jT —Jr 

*■ T I JUJ JJJ i JU ^if^^l^f JLlJll i . i i'^W<WF* ^J Jil ^ ll i .J.,J... i| J J i » i 

*ont leurs aogles en i oppbfér au foniMct , & par cdfilïquejït 
•igattx , iUi^i^ <^ plus chacun un auglc irou ; donc 4*aii* 
jglc <<<ie l'un eft é^al à l'angle /r de l'autre s àonç Les tringles 
reâangies diq^ ^ ^ Q ayaiu leurs angles en 4 U m <^gaux, 
ont les angles moQ, diq égaux > donc m o Q eft cpmplé- 
.ment de qdo. 

. * Parce que dans tio triangle rcdbanglc dont Thypo- 
-thénufç =s=. t\ le finus d'un des angles aigus dsz m \ le 
finus de Tautrc aaglç étant = n ^ l'on a m* -f- /?* = i ^ 

H i 
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( en fe fouvenanc que m* -f- n* =s i ). Subfticuant 
cette valeur de y dans la première équation ,*on en 
déduira facilemehc x ^ssz^ m u -^ n t — f. On 
vient de voir que wss^ps^ict^r^-^sq. Suhf« 
tituant donc ces valeurs au lieu de « & de r , 
la courbe fera rapportée aux coordonnées s 8c r. Si 
l'angle itm eft droit , on aura qzzOjp^ijUz=.s&c 
t:=^r. Ces déterminations peuvent s'appliquer à tout 
axe </P fitué dans le plan de la courbe & faifant un 
angle quelconque avec le premier axe. De plus il eft 
évident qu'en fubftituant à la place àt x èc y les 
valeurs que nous venons de trouver , dans 1^ nou- 
•velle équation i la courbe les r & les « , ou les r Se 
les s ne monteront qu'au même degré que les x 
& les y , ou leurs produits , & que le degré de 
réquation & par conféquent Tordre de la courbe 
ne changera pas par cette fubftitution *. 

Si on a une coxxih^mm ( fig. 6.) dont Taxe des 
abfciilès foit a p , l'origine des x en a hors dç \x 
courbe , ou en a! fur la courbe , ou en A dans 
la courbe , fi on change les jtr en y ^ les dm^ qm 
ovi ap y a' p ^ Kp deviendront y y Sclts p m de- 
viendront ad y c! q y kdy ou a: & la ligne nad ^ 
on n a! q y o\x nÂd deviendra l'axe des abfcifles ; 
f>t cette fullilitution ne changera pas le degré de 
réquation y ni par conféquent Tordre de la courbe* 
On appelle axe des ordonnées une ligne droite pa« 

■^ . #_ . ■ 

puifque le qaarré de Thypothénufe eft égal à la fomme 
des- qaarrés des deux côtés qui comprennent Tangle droit» 

^ Si la courbe écoit rapportée aux coordonnées obliques 
r&Ls , on pourroit la rapponer aux coordonnées perpendi- 
culaires r & If en faifant ^=- & rzsst± sq, lefigae-f-* 

aurott lieu û langle dtm écoit aigu & le (Ignc — s'il écoit 
obcus. " '* 
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rallele aux ordonnées & qui palTè par rorigine des* 
abl'ciilès) & il eft vifible , par ce que nous venons de 
ciire , qu'on peut changer Taxe des x en, celui des y j 
2c réciproquement fans changer l'ordre de la courbe* 
Suppofons maintenant que l'angle H AA f fait 
par l*axe A ^ des jr & Taxe AH des^ ) eft obli- 
que ou droit , comme on voudra , & qu'on veuille 
rapporter la courbe aux nouveaux axes A B , A Â 
(âg. 6. A) qui font entr'eux un angle quelconque. 
Je prends A A = i ( i fignifie Tunitc de ligne) = A b 
Se je mené h Ç parallèle à A ^ , AH parallèle à 
A B , A B parallèle à A H j & fuppofons que Ton 
isût A * : *B ;; I : p ^ 6c A A : A B : : i : f . Le^ 
triangles HA C, AB^j ayant leurs côtés parallèles, 
font femblables & donnent AB:AA::HA;CA 
& AB :BA::HA:CH. SidonconfaitHA = f, 

A H = J , on aura q : i y. r : C A = -•. Mais i : 
/::A3:3B:;CA:CHjdoncCH=^;&AC 

5=: j ,— — • Maintenant puifque FE = A i/ étant = x 

par rapport à Taxe AA, & rfE = AF étanty , fi l*on 
fait Ee ( parallèle àAA)= A/ =«&/£=? 
Atf == ï , les triangles femblables A CA, A F/ 

donneront 1 : s ^ — :iu î AF 3= y =: j^ — ^ — • 
On^uraaufltAA :CA :: A/îF/, oui : -::«: 

F/=~. Donc x = FE = F/+Atfr=— +r. 

Subftituant ces valeurs de ^ & de x dans Téqua- 
rion de la courbe , elle fera rapportée aux coordon- 
nées « & î , & aux axes A B 3c A A. Si Ton vou-» 

H 3 
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Joie feulement changer Taxe Kb des at pour rappor- 
ttt la courbe aux axes AH & AB, Ton teroit 
AB=:i, iB = tf, kb :=z b ^ &ies triangle^ 
femblables ABi, A^g^ ddnneroient i : a llAg 
( que je fais = ? ) • ^^ ^ /î i ^'^'^^ E ^ = E if + 
d g is=s y + ^:j==a, &yr:i/— û:{(fila ligne 
AB étoit ficuée au-deffus dé Ai , on Mt6ity =saà 
H + ail). Si Ton fait maintenant i : * : : A B : A^ 
î: A^: Ad = ±z=:b:(; & qu'oh fubftitue daîii 
réquation de la courbé les valeurs dey 8c de x que 
lioiis venons de trouver , elle fera rapportée aut 
axes A H & A B. Si 1 origine dés abfcifles a pà(K 
de fl en i/ ( fig. 5.) & que l'angle des coordohnëeJ 
ait varié , on pourra fe contenter d'écrire i[ -4r 

é u ^ pt u .. 1.^1 

-î — usu-^' — — jjr au heu de ;v &: de y. 

6. Cherchons maintenant quelles font les Iighé$ 
géométriques du premier ordre , déiîgnéçs par une 
ëqaatîon quelconque dti premier degré co'mpofée 
de AT , ^ & conftantesT Soit l'équation générale du 
premier degré ny ssà ma -+- rnx ^, q\x y bsss 

î — ■ " > ' ' -«"ji, met repréfente tbutes les quantités 

îronftànres , $c m le coeffeciént de x qui peut être 
pofitif ô\i négatif. Sufk ligne mn ( fig. 7. ) qu'on 
prendra pour Taxe des afefcifïès , qu'on fu|^K>fei:a 
poficives du coté de « & négatives du côté de /72 , 
ou. réçiproquerûeflt , ^i fuppofant le4 quancicés à ^ 
m, fl bofitives , prenons le point a pour Torigine des 
abfcifFes.& faifons C if â 4. Si i'oi> fiait a r qùatrièmfe 
proportionnelle aux lignes données n ^ m y a , éle- 
vant n r perpendicùlairehifent à la ligne mn ^ par 
le point C & le poiiit r ôrt'rneftera là ligne dtoitte 
*B d qui répondra à l^étjuation ptopaf&. Eïi eflfet 
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fuppofaîit au:=ix y rordonnéé « q (parÉlele à ra) 
5=îj^on auraCtf = Ca'^ au = a^x^ & 
à caufe des côangles fembkbles C Ar , Cuq oa 

aura Cà (a) : ar Q^^ llCuCa^x) :uf 

ma-^ mx ^. ^ ^ 

±= y =— . . Si <m.luppo(e « = o , on aura 

n 

f2^ = — = 05 &I équation deviendra y = ^ — ^. 

Faifant €/= n ^ f^ z=i m 8c menant par ^ & C 
la ligne dh^ xm aura la ligne cherchée , en fup« 
poianc i'origine des «r en C* En effet \t% triangles 
femblables Cuq^Cfg dormetont Cfin) : fg {m} 
: : C a (^ (à caufe dJe rdtigine des ;if en C ) : ^ ^ = 

y =^ — • Si a étoit négative réquation feroitj' = 
• Prenant C A zr — ^ , le point A pour 

Torigine des abfcilTes , & AR= (AReft 

iltaée ducotc'd^s^. négatifs J , les points R & C dé- 
termineront la pohtion de la Ugne B d. En effet les 
triangles femblables C A R ,C ^^ ç donnent C A (— û) : 

AR (=^) ::Cu =^Au^CA:=^x^ a: 

mx — ma ^. - - 

uq =^=- , M luppoiant m^Tty a po- 

fitifs ,: X étqlt négatif 5 on auroit y z± ^ 

quantité pofiçive lorfque jt < ^ : or les triangles 
Cfg^ C ra donnent C a (a) : ar (^—^ : : C/ 

(a — ^) r^/s: ^ ^= -^ — • Si dans cettç 

H 4 
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même fiifl^ofition on fuppôfe x sz a ^ l^oti aura 
^ = o ,. ce oui d'ailleiûrs eft évident , puifque y 
devient, o çn'fc , où l'on z aC { *-x) = C ^ = ^^ 
Si dans cette même fuppofition x> a^y fera néga- 
rif" : car lés triangles V Q C , Cra donnent a c 

-^:: CV(^x + tf):VQ=:j^=: ^ 

quantité négative dans ce cas* 

Si m & n font toutes deux négatives , la valeur 
de y ne changera pas-, parce que Tune fe trou- 
vant au numérateur, l'autre fe trouve au dénomi- 
nateur* Mais fi Tunç des deux feulement étoit né* 
gative , la pofition de la ligne B ^ en feroit cbarn 
gée , de fcjtte que q u de^endroit uh ^^ ordôn* 
nées pofitivcs devienilroient négatives^ récipro- 
quement. \ 

Si Tune des inconnues x , par exemple ^ man- 

quoit dans l'équation , l'on auroit j' = — , quantité 

confiante. Dans ce cas la ligne demandée feroit pa- 
rallèle à la ligne dés abfcifles. £n efFet , en fuppo* 

fant mo z=z — - , il eft évident que toutes les or- 

^ données ma y nB terminées à ]a ligne oB parallèle 

à l'axe m n ^ font égales à — « Si dans ce cas on 

fait a =z o y y fera ic o , c*eft-à-dîre que oB fe 
confondra avec m n^ Si l'inconnue y manque dans 
l'équation de manière que 1 on ait une équation 

de cette forme ^ =— ,' il eft vîfible qu'en 

comptant les abfciflès depuis le pdîrit C & fai- 

fîuit C/i =s ~ , on aura Clu ^i?B = *=5; — % 

tlnfi la %nc cherchée ferok une ligne B n pa^ 
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rallele à l'axe des ordonnées ^ C ( on fuppofe l'ori- 
gine des AT en C ) , & fi on fuppofoic ^ =: o , on 
auroit x = o. Donc cette ligne En {t confondroit 
avec C p axe des ordonnées. 

7. Corollaire. Dece que nous venons 4© dir«^ 
il fuit évidemment que toute équation du premier 
degré à une ou deux inconnues repréfente une 
ligne droite Se, non une ligne courbe y ainfi les 
lignes du premier ordre fe réduifent toutes à la 
ligne droite. 

Z)€ quelques propriétés des lignes de tous les ordres. 

8. Il eft vifible par les premières notions de la 
Géométrie , que deux lignes droites différentes ne 
peuvent avoir deux points communs ; donc une 
ligne du premier ordre ne peut être coupée qu'en 
un feul point par une ligne droite. Je dis auffi 
qu'une ligne du fécond ordre ne peut être coupée 
qu'en deux points , une ligne du troifieme ordre 
qu'en trois points .; & qu'en général ime ligne de 
Tordre n ne peut être coupée qu'en un nombre n de 
points par une ligne droite quelconque. En effet , 
ibit réquation générale des lignes du fécond ordre 
^* -+■> (/^-h/ï)-+- mx''- -4- />>:-+- ^ = o. 
( Nous n'avons point donné de coefficient à j^* , 
parce qu'on peut toujours délivrer le premier terme 
d'une équation de fon coefficient , comme nous 
levons vu dans le Calcul )• Il eft vifible qu'on 
trouvera les points où la ligne des abfciflès <:oupe 
la courbe , en faifant y == o / parce que dans ces 
points ^ efl = o ) , ce qui donnera mx^ -^ p x 
•J^ q e=3 o. Mais cette équation étant du fécond 
(îegrc ne peut avoir que deux racines ; donc U 
Ëgne des abfciiles ne peut rencontrer la courbe 
5[u'ep 4eux points > êc u la fuppofîtion de j =? o. 
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rend les valeurs de x imaginaires , la courbe ne 
peuc être rencontrée pat la ligne des abfcilTes, ce qui 
peut arriver lorfqu'ayant changé la pofirkm de l'axe 
des abfcilïcs C n® 4 & 5. ) > j^ nouvel axe fe trouve 
rout-à-fait hors de la coud>e» Si l'on fait jf zr o 
en prenant l'axe des v pour celui des y & tccipro-^ 
iquement ^ on trouvera j^* -4- ii^Hh ? =t o , équa* 
non qui^ comme la précédente » ne peut avoir 
que deux racines ; donc l'axe des ordonnées ne peut 
couper une ligne du fécond ordre qu'ei>deux pouits» 
De plus i parce que Ion peut prendre (5.) relie 
ligne que Von voudra pour Vaxe des abfcifles , 
Tcquation de la courbe reliant toujours du mètne 
degré , il eft vifible qu'une Kgne du fécond ordre 
ne peut être coupée qu'en deux points par uiid 
ligne droite quelconque. Mais elle peut être coupée 
en un feul point , comme il arrive a la patabole qui 
eft coupée en un feul point pat Ton axe. En général 
^n fuppofant J' = o dans une ligne de l'ordte n; 
reprélentée par l'équation y»*-+* pxy^'*^'^ -+* 
^x* ^ /^•-ï .4^ <f%=s=o; onaura ç^ -+• 
^*^***'-+-rf=s=o, équation du degré n , qui né 
J)eut avoir que n racines î donc jcette courbe ne 
peut être coupée ^rar la li^ desôbfciffes^, iripat 
aucune autre ligne en un nombte de points plua 
grand que /2. Il peut (è faire qu'elle foit <^oupée 
fen un nombre imoindre de points , fi ^uelgiies-^ 
unes des racines de cette équation font imagî* 
îiaires , ou même eh aucun ïi toutes les ràcinei 
de réqûation dont on vient de parler font ima-» 
ginaires. 

9. TnioKii^ ûinisLAL. Une droite ^nctconqm 
ne peut rencontrtr une Ugne é^un ùtdre n j ^*en «il 
nombre n de points. 

io« P B. o B L & jiC £• DeterMincr 4a pofieim 4*a^ 
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digne d'un ordre quelconque n. Sok Téquàtion des 
lignes du premier ordre j^= — ^ — =^-}-c;c 

s fi 

çn faifant -^=z: i & — = c. Il eft vifible , par ce 
n H _ * 

^ae noûâ avons déjà dit , que la pdficiofi d'une ligne 

droite Bd (fig.y.) ne dépend que de la détermination 

de i & de c , ou du rapport du coefficient de x Se 

de la quantité conftante-ïz^fe qui entré dans Wqua* 

tiôn au .coefficient fie y ; donc une ligné droite 

n'admet que deux détejpiinatipns , ou , ce qui 

revient au mçmè , la ppfîtiôn d'une ligne droite 

he dépend que dé dieux points \ ce qu'on fait d'ail* 

leurs. La pofition d'une ligne du fécond ordre ne 

dépend que de cinq points. En effet ^ ptéfiaht l'équa- 

tioii générale du fecohd degré, qui |)èut tepréfentét 

toutes les ligilei dti fecoftd ordre , o == «i + *jc i* 

tx^'-^dy-J^fx'y -+->*• Ayant pris dp {fig.8.) 

^ur l'axe , èc le point a peut l'origine deis * , fi 

oh fuppofe j s: b , t)h aura x ±ià \ c^t rien n'em*- 

j[>cché de fuppofet rorigihê des àMciffès fur uA 

point de la courbe ; or atôts a y =ii o tépohd 

^ =: o ; donc a === b. Fâifalit enfuire fucceflîve- 

mtnt y^pB^x^aps;y^P^<^y x ^ ap' y 

y =? dp'* y X =7 np^^y iS p'" f:, X i^àp"*, x>tï aUrà 

f^ncore quatte rtotrvelles équations , àil tftôyéil def*- 

IJuelles on pourra déterminet les cônftantïes * y <• > 

-âjf. D'âilleuts t)h a tiîouvé a in à \ donc une 

îiglre dû fécond ôrdfe adrnfet feulement cinq déten- 

trtinariom , & fa pôfitlon he peut dépendre que 

lié cinq pdinti ; Se patte qtt'uhé ligtté quelconque 

du troifieme ordre .^ïït krt teptéfenteè par unfe 

^uarion À dix térthes , uinfi qu'il èft aifé de $ eft 

toaVaincife tn prenant tmt équatioh .géhérdiiè idù 



Digitized 



by Google 



124 Cours pe Mathématiques. 

» I I ' I I m II ■ 1^— 1-t^ 

troifieme degré y que parmi ces dix ternies il y en 
a un de conftanc , & qu'on peut fuppofer le terme 
où fe trouve y^ fans coefficient ; on trouvera par 
la même méthode qu'une ligne du troiileme ordre 
admet neuf déterminations ; c'eft à- dire , eft dé- 
terminée par neuf points » & en général une îigne 

d'un ordre n admet feulement -^ détermi- 

nations , de forte que fi le nombre des points par 
iefquek on veut faire paflèr ufle ligne de l'ordre /i j 

eft moindre que -^ V , on pourra fair^ paflèr 

par ces points une infinité de lignes du même 
ordre. 

. Remarque I. On fait par les Éléments de Géo- 
métrie que la pofition d'un cercle ne dépend que 
de trois points , & que deux cercles différents ne 
peuvent; avoir trois points communs ; donc quoî^ 
qu'en général on puilfe faire pafTer une infinité de 
lignes du fécond ordre par trois points donnés, 
cela ne doit point s*entendre de toutes les efpeces 
de lignes de cet ordre. 

Remarque IL Avant àe pafïèr plus loin , nous 
ferons remarquer que pour qu'une ligne appar- 
tienne à un ordre n j il eft necellàire que l'cqua- 
tion du degré n , qui reprefente cette ligne , ne 
puiflè pas être réfolue en fadeurs rationnels ; c'eft- 
a^dire , que cette équation ne doit pas avoir de 
divifeurs commenfurables , autrement elle feroit 
compofée d'autres équations d'un degré inférieur , 
qui repréfenteroient des lignes d'un ordre infé- 
rieur. Ainfi réquation y^^ay^xy-^-axiizo, 
ou {y — x) X 0^——^) =a, eft compojjpe de deu< 
équations qui font toutes les deux à une lignf 
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droite. En effet fi Ton fuppofe que l'angle B C ;i 
(fig. 7.) eft demi-droit , on aura toujours Ctt=i 
X =. u<j ==y ; donc l'équation y -— x = o eft 
à la ligne droite. L'équation y --a = o , o\xy = a 
eft aufli à la ligne droite : car fuppofant p o parallèle 
i, mn j Se Cp ±: a y on aura toujours C/? = rno:=i 
Bnz=:y =za. On peut voir auffi qu'en multipliant 
une équation qui repréfente une ligne de Tordre n 

far une autre équation qui repréfente une ligne de 
ordre m , on auroit une ligne de l'ordre /72 -+- « 
en apparence , qui ne feroit pas cependant de cet 
ordre y ainfi une équation du cinquième degré pour- 
'yoit paroître tepréfemer une, ligne du cinquiemej 
ordre , quoiqu'elle ne repréfentât qiie deux lignes , 
Tune du fécond > l'autre du troifieme ordre *. 

Des Lignes du fécond ordre. 

11. Nons avons dit ci-deflus (7.) qu'une équa- 
tion générale du premier degré à deux inconnues , 
ne repréfentoit qu'une ligne droite. Voyons mainte- 
nant quelles lignes repréfente l'équation générale 
du fécond degré ^* -+- Ixy + ;7ïa:+j=:o, dan^ 

-H ny -i-px 
laquelle font contenues toutes les lignes du fécond 
ordre , fi on en excepte celles dans l'équation def- 
quelles ne fe trouve pas le quarcé dey ^ Se defquelles 
nous parlerons dans la fuite. Soit cpJ (fig. 9.) une 
courbe quelconque exprimée par notre équation j 
dans laquelle a B , fou ssss x Se Bc== y , il eft 



* On appelle CCS fortes de lignes, lignes complexes. Celles 
au contraire dont Téquation n'eft pas réfoluble en fadeurs 
rationnels » s'appellent lignes continues ^ lignes incompUxês^ 
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facile de voir qu*il eft nécefT^irQ cjue y ait deux 
valeurs ( à caule du quarré y* qui fe trouve dans 
réquaûon ) repr^fincées par E^c ôchd. Cela pofé 

talions y^ziu-^ l — ■» 1 • > ou^ ^ = u. 

PrenatH le^ quf^r^és des deui^ niepibtes & tratifpo* 

fant , on trouve y^ •+- Ixy sas «* *«« — — •«»« 

•~ •— -^ • Sabftituant cetÇQ valeur dç ^* •+- / at^ 

dans réqgAtipn générale çi-de^us , elle fera chonr 
gce en celle-ci «* — — ^ ^ <; r*s o; 

7 4 * ^ 

Voyons maintenant ce qui wive dç nouveau dans 
la figure par ce changement de forme. Pour avoir 
la valeur de 2< , il faut ajouter premiéi^emeni $^ la 

ligne Br=^, la <juantité -• Cela fe fera en 

prenant fa parallèle â dç ^ Se fB^-^Sc tirant /gr 

parallèlement à <zB : car par-UV^ fera aa^?^ + - » 
fgiT^aB^ étant at. U faut enfuitp ajouçpr icg, 
que nous venons de trouver ^h quantité •— » ce 

gim^mmmmm u i i i ^ i i i i i i ii m ■!■ I . i i ■ p y u h ^ii. h pi , . — ■ ■ i. jn ^ <i.»i. . ^ 

♦ -,— ^:^ cft la moitié da coeiffîotjeat du Ceconétctmt, 

en fapporânt Téquation ordonnée par rapport à Hncbnnue 
jf » & cooAdéfaacx comme connue. Voye^ dans l' Algèbre 
«ommenjs^^' i\u% s y prieodrç pojuf 4cUv^er une éc^uatipn d« 
foa recoAd.cumA. 
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que nous ferons en cette manière. Faifons/i likll 
1 : l *. Menant ik parallèle idc ^ par hs deux 

points /> k on tirera /yt A & Ton aura l'A = —^ 

ïn effet' les triangles femblables fk i^ fgh donnent 

fi • it :: fg ' gky.iî l; donc ^A =fi^ =: 

— j donc ch zassy -| ^- - es « , en fuppo- 

£ant toujours fgwçAX. 

Mais parce que l'équation eft entre utcx qui 
ne font pas coordonnées , puifque « ou cA n'eft 
fas terminée par f p ^ nous chercherons l'équation 
entre u cs^c A, & la ligne /A s=5 ç , à laquelle les 
u fe terminent. Suppofons la raifon de /i à />t qui 
eft connue par la conftrudion, ** = i : A:; donc 

çn aura x\ '{W iijc\ Se ;c sss —^ Cette valeur 
de X , étant fubftituée dans h formule j donnera 
« — -7— •— -7-^ = o, U eft évident qu en 

opérant ainii nous n'avons fait que transporter ta 
Ugne des abiciilès de a B eh /A ; donc 1 équation 



* Si , pjtr cxcmblc , /= 4 an aura/l : i fc : : 1:4:; 
1 : 1. On prendra donc dans ce cas ki^=' x.fu Si /= x , 
On àuta /i = iJIri, &c. 

** Puifque le rapport dc/i : i A=: j. : /, cpnnoiiTaat /i 
on connoîcra i ib ; donc dans le triangle fi ky o^. çoonoitf ^i 
ieux cotés & Tangle î compris entre ces cotés : f^r U pcfitioa 
de /jr & de fti çft coDo^çi aiuli Ton co^poiçr^ i'aatxe 
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que nous venons de trouver ne renfermeras moins 
les lignes du fécond ordre *. 

Cette équation fait voir que u a deux valeurs éga- 
les , Tune pofitive , Tautre négative ; donc dh:=^ch; 
donc toutes les lignes parallèles à la ligne de fonc 
coupées par /A en deux également; donc f h eft un 
diamètre ** & de une double ordonnée à ce diamètre. 

1 1. On doit faire une grande attention au coeffi- 
cient du fécond terme de Téquation que nous ve- 
nons de trouver : car c'eft de ce coefficient que dé- 
pend la diverfité des lignes du fécond oidre. Ce 

coefficient eft -rr» Maintenant il peut arri- 

ver trois cas : i° que j^m ^ P. Dans ce cas ce 
coefficient eft = o , & le fécond terme s'évanouit. 

a® Il peut fe faire que m > - , alors le fécond 

terme eft pofitif, il fera au. contraire négatif fi 

/« < -• Cela pofé changeant u eny ôc :[tnx ^ les 

trois cas dont noua venons de patlec feront repré- 

fentes par les équations 

j^* — - ^ jT — c = o , en fuppofant 4m si= /* 

;y + a AT*— ùx-^cz^o, en luppol. — — — s= a ^ 

* * quandcé 

poficive. 

^*— tf a:*— ^AT — c = o, enfuppof.-Tj- — -n-=-^^> 

* * quantité 

négative. 

* Il faut en excepter les lignes dans l'équation defquellcs 
le quatre jr* manque , ainfi que nous l'avons dit ci-deflli?. 

** Nous entendons ici par diainecre une ligne qui partage 
(es doubles ordonnées en deux également , quelque foit 
Tanelc des coordonnées. 

' Il 
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Il eft aifé de voit qu'on a fuppofc •— ^ ^ Lu 

fil 
zzi-^bySc — ^ -4- j = — tf. Dam la première- 

formule fi x augmente à Tinfini > & qu'on fuppofe 
b & X toifc deux pofitifs ou "tous deux néga- 
tifs , il eft sûr que y aura deux valeurs réelles Se 
égales entr^elles , Tune pofitive , l'autre négative^ 
Mais fi Tun des deux étant pofitif , Tautre eft 
jaégacif , les valeurs de y feront imaginaires , du 
moins en fuppofant x =m oo • donc la courbe ne 
peut avoir que deux branches infinies d'un feul 
côte. 11 n eft pas difficile de voir que fi l'on avoit 
une équation de cette forme a:* — Aj< — c = o > en 
changeant x en y Se réciproquement, il en réful- 
reroit une équation de la forme ,^*— -^at— c=o, 
qui donne la première formule. 

Si dans la féconde équation l'on fuppofê x pofi- 
tif ou négatif infini , les valeurs de y^ feront 
imaginaires y donc la courbe n'aura point de bran- 
ches infinies. Enfin dans la troifieme équation fi x 
pofitif ou négatif devient infini , y aura toujours 
^ieux valeurs réelles , c'cft pourquoi la courbe aura 

2uatre branches infinies , deux du côté des x po- 
tifs Se deux du côté des x négatifs y donc il y a 
trois efpeces de lignes du fécond ordre , la première 
efpece s'appelle Parabole j la féconde EUipfe ( dans 
Uquelle on comprend le cercle ) > la troifieme com- 
prend les hyperboles oppofees. 

Revenons un moment i. la formule générale^ 

Nous venons de voir que la courbe étoit une para- 

/• . , • 

bole , lorfque. 4 m =ï: /* , ou m = -• Mais, dans 

cette hypothefe la fomme de tous les termes dans' 
Tome IL ' I 
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tefquels la fomme des expofants des indctenninées 
X &: y efts=p 2 , eftr un quarré parfait y* -+- Ixy 

mt^im m X* c=»y* -+* Ixy -+» - X* } donc cette fom- 
me peut fe fcfoudre en dieu* fefteurs égaux \ donc 
toutes les fois que y* -H Ixy ^^m:?' pourra fe 
ïéfoudre en deux 6â:eurs égaux y Téquation fera 

^ la parabole. Mais (î /tz -«- - eft une quantité po 

fitive ( ce qui donne une Ellipfe) , >* ^/a^ J -H 
m x^ ne pourra pas fe refoudre en deux faàeurs^ 
iJéels V donc lorfque cette dernière formule ne peur 
pas fe réfoudre en deux fadeurs réels , la courbe 
eft uKe Ellipfe. Enfin ^* -+- Ixy H- mx^ fe réfour 

en fadeurs réels * , fi /» — ^ - èft une quantité né-^ 

gative , c'eft le cas de l'Hyperbole ; donc !a courba 
fera une Hyperbole tdutes les fois que cette fonnule 
fsra réfoiuble en fadeuifs féels inégaux. On peut 
donc réconnctttre facilement dans les différents car 
ces trois efpeces de coiirbes'. Venons à la Parabole. 
I } . La formule générale de la Parabole eft celle- 
ci ^j*=^ar ^c:= A X \x+ ^ j. Faifanc AT + ^ 

= :{ ( ce qui ne fait autre chofe que changer Fori- 
gine des abfàfles ) , on aura j(<* = ^ :f , ou changeant 
:f en jr , y* zir A;ir, ou en faifant A=j9, y*=:/? *, 
équation à la Parabole , -ainfi que xioxxs l'avons vuf 
dans les Sedions Coniques. Si b étoit négatif^ 
Téquatioil ferdît^* dz^ Bic. Ceft-à-di^e <ju aux x 

----- - - ■ . - ■ 

* Pour faire cette réfelotion , on tiX qtï*à^fiif pofcr y'^ -f- 
ixy -|— mx^ =± o, & chercher les racine» d« cette ccjuar 
ffon, 6n regardant y conimc riaconnuè. 
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pofitife réppndroient djes y imaginaires , & des y 
réels aux x négatiÉs : car x étant négatif on aura 
y^ <=:^ If X -^ X =z b X y Scy =^ ± *^f*. 

14. Paflbns à la formule de TEUipfe y^ '\: ax^. 

•^tfX^^cs=:o^o\i'-^+x ^ ^ — = 0,011 

a a a - » 

y''- ^ bx c b"- b^ ^ 

— H-at" — -^ -.4.^_^*~sp. Si 

a 'a a j^ 4a . 

on transfère Porigine des abfcifTes en faisant x — 

b ^ bx b^ ' 

* — =Z 9 on aura ;c* — — ^ ; = r% Subfti- 

tuant :f* à la place dç i^ valeur dans la dernière 
formule , on trotvye cette équation plus fimple 
V* b^ v^ • 3* ^ ' 

- + r-~^ = o, ou -^8= — -^ r\ Ueftvifi- 

c c' 

— - +- 

a a 

ble que j^ fera imaginaire ( il en efl; de même de 

b* c ^' ' ^ 
la courbe ) routes les fois que — + - efl: une 

quantité nég^ive ; c'eft-à-dire , que dans ce cas 
l'équation ne repréfente aucune courbé poffiblèl 
pour donnet une forme plus commode a Téqtia-^ 

a C #^ I 

tion , fuppofons g^ 0= — ^ -j- - & — = -. Subs- 
tituant ces valeurs & changeant :{ en a: , on aura 
^y^ = g^^x'\ ouj.*=Ç (g^-^f)\éqaa^ 
cion i une EUipfe dont les demè^diathetres (eroient 



* On ne fait qu'ajouter & retrancher — j , ce qui peut 

'évidemment fc faire. 

I 1 
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f Se g. Si on fait /=^, il vient>'*= ^^ — x\ 
équation au cercle lorfque l'angle des coordonnées 
eft droit , & aux diamètres conjugués égaux de 
rEllipfe dans le cas contraire. 

15. Examinons enfin la dernière formule ^» — 

ax^ — ix — c = p (qui îippartient à THyf er- 

bole ). Divifant par a , ajoutant & retranchant 

h^ y^ . ^ hx 

même temps ~, , nous aurons — — . ;c — — 



eu 



— ,j^ —-—-■= o. Failant x -+- — s=s r ^ 
Aa^ ^^ 4^* a 1 tf ^ ' 

b X h*- 
l'on aura z»ssas **H 1 1 , fubftituant — f 

^ b X b^ y^ 

à la place de — x* ' -5,1! vient — — f 

'^ n 4^ ^ 

\j{ — - = o. Maintenant fi — 5 > - , fuppofant 

^^ 44* tf 4* tf '^'^ 

'^ — î = ^,-=^, & changeant :( en jr on. 

aura l'équation ~y^ -^* + gr» = o , ou tranfpo- 
fant & divifant par le coefficient du premier terme > 
^* ea» ^ ( X* — ^ ) , ou changeant f en b Se g 

b^ 

en tf , j^* = -j- (jif* — 4*) , équation à l'Hypcrboleé 

b^ 
Revenons i la formule & fuppofons que — 

— - eft une qiianiké uégative = -r ^* , nous au- 
rons Tf >* "»■ î*" •+" j^ {^^ fuppo(ant toujours 

— = -Tx" K ou changeant g en a ,/en * , :( en 



x^ 
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fSc 4îvifanc tout par le coefficient du premiier mem- 

bre , ^* eaa — ( AT* + a*) , équation qui appartient 

encore à l'Hyperbole. Si ^ = ^ l'équation fera à 
rHvperbole équilatere. 

Suppoions enfin — •. — - = o , ou — - bb» — ^ 
Subftituant a: à la place àt^y ic -^ i la place de 
— , ort a réquation-7.x>'*=^%ouenprenantles 

b 
racines, -j^ s=3 ;r, équation à une double ligne 

drcnte C B , C :( : car faifant Cd = A,tfr=tfç 
^=c, les lignes CB (fig. 7.) , CA prolongées à 
rihâni fatisferont i l'équation ^ les C u feront 
les X yltsuqy les ^ poutifs , les u h les négatifs. 
En eflFet les triangles femblables Qar\ Cuq don- 
nent i : e:: X :y y d'où Ton tire at s=3 — . Les 
triangles Ca:[yCuh donnent Ca : a:ill Cu : uh 

If y 

OU c : èll — ^ : x =— • (parce que a :[ eft 

5 y : 

dans une fîtuation oppofée à r^ ) = — • 

\6. Voyons maintenant quelle courbe défigne 
l'équation générale du fécond degré , lorfque y*^ 
ne sy trouve pas. Dans ce cas la formule peut 
«'exprimer ainn xy + mx^ + px + ny+q 
= *. Si on fait j' + /» x + /? = ^ , en fubfti- 

* Il n'y a qu'à fappofcr que le terme affeûé de xy cft 
le premier terme de îéqttation , & qu'on a tout divile pac 
le coefficient de ce terme. 
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tuant 'i^ i 'l'a 'plaie de fe valeur, hoiis aurons 
rçquation xu + ny -^'q == o. Multipliatit u & fa 
valeur par /z, ajoutant nu ôc retranchait le pro- 
duit de laV'afeUrde u par n\ il viendra (A) xu -^ 
n u -^ mn X -^ n p + a =z a. Voyons quel change- 
meçt-çrodiiît d^ns la courbe cette fubftitution. Soit 
eq ( fag. I o. ) la courbe de -l'équation , ab z:z x ^ 
b c = y Pofcr. trouver u\\ faut ajouter à j là quan- 
tité p. Ainfî du' point a menant af parallèle ich 
.&. égale à la çonftante)? , & par le poiiit/ menant 
fo parallèle z b a ^ b g fera = p = af y c g =]y 
rf-./^ S>^ f g sss: a b ss:;s X. Il faut encore ajouter 
mx , c'eft^à-dire , . une ligne qui foit à x comm^ m 
"èft à Tùnité, Soit foiokll \i m. Suppbfant ok 
^parallèle aux ordonnées , i;nenéz fk. Les' ttîàrigles 
femblables fok^ fg h donneront foxôk II fg * 
*'gh : : I : m ; donc fg X m y ou mx"^ i y ^gk 
"= VA; 'donc ch =^ '+ mx ^- /> s= u. ïelle 
pcft 1 équation entre. VA & f g., j\^ais cherchons 
^réquâtion entre ch&c dh^ afin que les ordonnées 
^fôfeilt terminées' aux âbfciflès, Poitr cela ' fuit fo': 

ifk : : 1 : k. Faifanc /A = ç , pn zursi^fg : fk^j 
• * » 

ou. AT :^^ :: 1 : ^ & par eonféquent x =s ^ 

Sttftituant cette valeur de x dans Inéquation A > 
zu ' ^ m n z 
" nous trouverons rr- + «« -^ «^ ' — «/7 + ? = o> 

^ 6u ôtant la fradion,' :j a 'J^nku-'^mni -.m^rîkp 
*jh g k=: o. Il éft aifé- de voir* que la courbe n a 

*'point changé par cètte^ fubftitution/ ^ëiiléitient du 
a tranfpofé i*origine des aWcifTes de la hgne a b ^ 

"à la li^mfh. ... ; 

Mais continuons îes fubftîtutîôns. Soie if + ^k 
ssATj ou:( = Ar — 72 /t 3, prenant dft=i^à k ^d%"^ 
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jdf^fh fera == ^f -f n-kxzix. Soit -de plus« — 
m n =t=y * , o\xu z:zy +7» « , en fubftituant €es 
valeurs de^ & de tt dans la dernière équation à U 
-courbe , il viendcamy <+■ mri^k — nAp.^^^tizo. 
JPrenaiiÇ donc parallèlement aux ordonnées <i ms^ 

mn =. ,, & menant m i parallèle à dh , /V 

fera s=jc=tt ^ mn & mj t:z dk = je y & 
'faifant la fomme des quantités confiantes == t^ , 
Ton aura xy^c^ = o^ ou ^irj' = — c\ Sic* efr 
une quantité négative, l'équation fera a:^ =: c*, 
équation aux afymptotes d'une Hyperbole , doqt 
la puiflance = c*. Si c* eft une quantité pofîtive., 
en prenant s n pour . la ligne des abfcifles , auîx 
zhCcïSks'dn pomives répondront des. ^ (yzN) né- 
gatifs , & aux abfcifles </ ^ négatives des j {sf,) 
Ipofitifs ; car •— jf X ^, o\i—,xXy doi?i\e 
— X j = — c*. Si c* S5=a o , l'équation rX y =z o., 
fera à deux lignes droites qui coïncideront JV^e 
avec l'axe sdn des abfcifles , l'autre avec l'axe difi 
des ordonnées j donc . lorfque ^* ne fe trouve, p^s 
dans l'équation ^ l'équation appartient à l'Hyper- 
bole rapportée aux afymptotes , ou à deux lignes 
.droites , lorfque c^ = o. Amfi dans ce dernier cas l'é- 
quation renferme le fyftême de deux lignes droites. 
17. Quoique nous, ayons déjà traité des lignes 
du fécond ordre fous- le nom de Cercle. j d'Ellipfe^ 
de Parabole & d'Hyperbole ^ nous allons néanmoins 
, parler de quelques. propriétés générales .qu'on,tire 
de leur équation.: Revenons donc à l'équation ^éné- 

'* LcSt^& ks-y dont il eft ici qucftion ne font pas les 
luémcs que ks * & ks y de réquatioa primitive. 
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t- ...... ^ 

raie y^ + y^i^x + n) + mx^ + p x + y = ©• 
Cette équation, en regardant j comme l'inconnue, 
donnera deux valeurs de y , toutes deux réelles ou 
toutes deux imaginaires (y a une feule valeur tou< 
jours réelle , lorfque j^^ manque dans Téquation) ; or 
c'eft la propriété d'une équation quelconque que la 
fomme de fes racines eft égalé au coefficient* du 
fécond terme pris avec un figne contraire^ donc 
la fomme des deux valeurs de y fera ziz-^ Ix ^n. 
Soit une ligne du fécond ordre fk c (fie. 1 1 ). 
Sur la ligne a o des abfciiïes dont Torigme foit 
fuppofée en a , prenons <zB = 4f. A cette abfcifle 
répondront les ordonnées B rf , B c ; donc Bâf + 
Bc = — /* — «= — /. aB — /ï*. Ayant pris 
enfuite une autre abfcidè ak^i laquelle répondent 
les deux ordonnées hfj hg j on aura fif + h g 
z=.^ Uah^n. Retranchant la féconde équation 
de la première , on aura B rf — hf + B c — A ^ 
rn'-^I.aB + Laki c'eft-à-dire ( en menant fp & 
gq parallèles àBo)./>rf — ^c=— /. AB5& 
en changeant les fignes , qc^'^pdsss: L hB^ d'oùf 
Ton tire çc— pî:AB::/:i. Donc la diffé- 
rence àe p d z qc e(k i l'interceptée A B en raifon 
confiante de / : i. S'il s'agit des ordonnées 1 A 1/, 
xhxg ^ il eft vifible qu'on aura les équations B d 
+ B tf = — Aiz B — rt, lA x/— 1 A t^ =3c — 
La ik -^ n { parce que ik ig e(t négative ) , donc 
ayant mené if z p ^ ^g^i parallèlement à B ci , 
& retranchant la féconde équation df la première , 
il viendra Bd^ ih 2/+ Bc + zA ig^ ou ipd 
•4- z^c=3=/. BiA; donc la fomme des lignes 

m < " m »^ III ■■■■i«>.-i ^ ■!■ ,11. I .111. iiiifc> 

"^ te point qai fe crouve catrc / dc 4 B > indi<jac icf ra« 
«luit de / par j B« 
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* * 

2.pd ^ iqc eftàla différence des abfciflès en 
raifon confiante de / : i. 

Remarque. Les lignes pd &c qc ^ k compter 
des points p 6c q , tendent vers la courbe par des 
directions contraires ^ mais les lignes iq c j ipd 
rencontrent la courbe en allant dans la même 
direâion. 

Concevons que la Jigne Bcdk meut parallèle- 
ment â elle-même jufqu'à ce qu'elle devienne tan- 
{ rente en ^ , où les points c ôc d fc confondront , 
es deux racines ou les 2^ ( B c ^ B ^ ) deviendront 
égales i k L Maintenant fuppofant menée k r 
parallèle à la ligne des abfcifTes , nous aurons par 
une opération lemblable aux précédentes mc--^ 
md : iB^=km : : / : i , c'eft-à-dire , en raifon 
donnée. Soit de même une autre droite hgf^ 
parallèle aux ordonnées, on trouvera n g — nfi 
k ri \l / : i ; donc me -i- mjl : km :: ng ^^ 
n f i kn ; donc Ci nie — m d =3 o , ou il /n c == 
md ^ ng fera =5 nf; donc dans une ligne du 
fceond ordre y fi une ligne menée par le point de 
contacî k divife en deux également une ligne parallèle 
À la tangente j elle divifera aujji en deux également 
toutes les parallèles à la tangente. 

I S. Par la propriété des équations du fécond degré 
le produit des racines eft égal au dernier terme de 
l'équation; donc dans la même hypothefe qu'aupa*- 

ravantonaura Bc.Brf=/«jf* + /^^ + î*- Si dans 

l'équation générale on fait jr = o , nous aurons 

•• • P X o 

mx + px,+ q = o j ou X* + ^— -i = 0. 

n fit 

^ *Toates les quantités délivrées de l'inconoue y font 
ccnfces former le dcuûct terme de ré^uatxon. 
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& les racines xk cette équation font céeUes.,dl teft 
nécedaire que la ligne des abfciilès' coupe la courbe 
len deux points ; de force que a i^ ao fecoitt dans 
<e cas les racines de xette dernière équation * ^'donç 
^x*— ai^ ^ 'i^ao'y feront les faâeurs de l^équan<M&y 

"& leur produit fera jp* + — + — :doncBc.Bi/ 

•e=)».(x-»- tfi).(Ar^kio) **. lViais\r =^fi^vdanc 
•Bc.Brf«s>w.— Bi. — B:o=>=OT.rBi.Bo.G'eft 
.pourquoi le reâangle hc.'&d éft au reâangfe 
ii.Bo Gomtne m : i ., c'eft-fà dire , ^en raifon 
"confiante. On peut dcmontrer.de même que h<g.itfx 
-iii.hollm M/, donc'Bc. B'rf : B i^li*ol ifig^iifii 
-hi .Âo. La même chofe alieulpour toutes les autres 
lignes parallèles aux ordonnées *& qui rencontrent 
la courbe ; donc on peut établir le ThéocèfCDs 
iuivant. 

19. ThéorbMc géHéral. I}ans une ligne ^ du 
fécond ordre j t fi deux dreitesyparûUeies- à. des lignes 
données coupent la courbe en ^eux-f oints yies rcc^ 
tangles faits des parties incercejHées^ entre idpointde 
Concours de deux Vignes, y & les. points de JeSicndc 
ia courbe font ejtraif on confiante. 

20. CoROLLAmÉ L Si les deux points de feâion 
fe confondent en un , ce qui arrite loi^ué la ligne 
ide fecante devient tangente , tlans ce casïBc & Btt 
^tant chacune égale à /ito* on aura le. quatre de 7)t 



* Dans cette ë<|uation , x eft ccnfé Tinconnue, 

*♦ Onmahiplic p)ar m.,ifàrcc<qué-3c x-B^a=im X (»â^ 

^^* + "i) ""*** -+- 7^« -Hî- -Mais (^»— T--»*)* 
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^àu rc6tarigle de lislo en râifon àbnftatite.^î on a lîn 

' diamètre ;tr (fig. i'3.) rentontr'ant facou'rlie'^mdeu^ 

'points k^ron aiii'a'-yt^N . N r : N û .^N bè^'^i^Ka )* 

'^C parce que le diamètre diVife'fesf doublés ordonnées 

'en deux égàleméiit) : r^vt îll.Mr:^-rf.*Mr={Mt/)^i 

^^c'eft^à-dire', que* les piroduits des'abfcîflTés'fohftoli- 

*|ours comttie lesquarrés Ùes'ordonnées.'Si le:p6intV 

.eft à une diftance infinie,' ce qui^atriVe (iî)ur lés'dfet- 

mètres de la parabole, Uans ce cas rW , r M font 

"cénfées égales; donc en Idivifant les antécédents* par 

VN ou rM , l'on aura le râppôtt 'désâbfcifles égal 

'a»u rappptt'dès quarrés'des ordonnées côrrèfport- 

^dantes. 11 eft-aiféde voir ce ciui dbît^rtiv^erdahs'fei 

* figure II, en fuppbfant qiie '^r' eft Tin xliàmetre; 

• 11. CoRoiiLAiRE II. Si'dedx, dteites tirées 

•d'un même '^'(%. i^i-y> ^foiît^fiippofées éouperia 

-courbe ata pbitits m y' n-^ i, o», 'ayant tiré d?^ 

•parallèle Vûa t cblipant *yz'0 en c , ''&cfg^ parallefe 

à oa coupant a n en h. ^\ a eft regardée comme 

la ligne des 'abràCTes , on 'aiif aV i .• do : a'm.drrll 

c i.co : cd .c p. Si enfuîte nous prenons a n pour 

^ la ligne des abfciflès , nous aurons am.ani ai.ao 

i\ hm.hn : hf^hg;Aoncci^o:cd.cy\l 

^hf* h g :' h'm .'A n ; [ dôme fi* IVn'a deux lignes qdi 

' fe coupent ' en un point 'k & qui rencontrent la 

'courbe chacune en deux points ,/ ayant' tiré' déifx 

^autres lignes qui leur foiêrit parallèles' &f'c{ui fàfledt 

'la même idhôle ,' les reftàngies faits 'dès parties irf- 

"tètcëptéès entre les'pplnts "de concours "dés* lignes 

*'■& les points '<fe fe^fdn 'de la (iôiiïbe'feïdnt' pro- 

'porriorinëls &• par conféqUént'èn raifon conftantp. 

1 2. Théorème. Dans une ligne du fécond ordre 

.4iyant mené deux cordes ab ^ cd (fig. ï 5O P^' 

, ralieies & tiré les lignes ac ^ bd pour avoir 4e 
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trapcs^e cdba ^ Ji dans ce trapc\e on mène une 
Vigne mn parallèle aux cordes cd^ ab y. les inter'- 
ceptées mp j qn feront égales. Car fi Ton mené 
le diamètre k r qui divife en deux également a A 8c 
edy il.divifera auffî en deu^ également la parallèle 
mn. Mais par la Géométrie vulgaire, il eft évi- 
dent que ce diamètre doit divifer pq en deux éga- 
lement \ ^oi^c mp ziz qn. 

Corollaire L Donc mq:=: np. 

Corollaire IL II fuit du Corollaire précédent 

re fi Ton a cinq points de la courbe a^ b y d^c^ m 
fera aifé d'en trouver» un fixieme n en menant 
m n parallèle aux lignes a b ^ cd ^ Se les lignes 
ac ^ bd pour prendre enfuite pn isss qm. Il eft 
yifible que cette méthode fupjpofe que les poin^ 
ûy b y c y d font difpofés de façon que les lignes 
ab ic cd font parallèles , & que le point n^ eft 
fur un arc de la courbe compris entre ces parallèles* 

jDe quelques propriétés des Lignes du troijiemc 
Ordre» 

1). Soit l'équation générale des lignes de cet 
t^tàtey' + {b4+c).y^ + {dx^ + fx + g).y + 
hx^ + /jf* -f-/nx + '^ = ®*- A moins donc que 
le premier terme y^ manque dans Téquation , à 
chaque abfciffe x répondront trois ordonnées réelles 
ou au moins une **. Suppofons que les trois ordon- 

* Le' premier terme eft délivré de fon coefficient » parce 
que Ton peut toujours fe procurer une équation qiii aie 
cette condition ainfi qu'on Ta vu dansT Algèbre. 

^^ Parce qu'anb équation d'un degré impair a au moint 
nne racine réelle , le nombre des racines imaginaires écaBl» 
xoujours fair* 
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nées font réelles , il eft viiîfeîé qu on peut déter- 
miner leur rapf^ort par le moyen de l'équation p 
èc que la fomme de ces trois ordonnées fera 
sa= — hx — c , & leur produit =5=^— ^ A x^ — /x* — 
mx — « ( par les propriétés des équations )., ce qui 
auroit lieu de même en fuppofant deux ordonnées 
imaginaires; - 

Soit ( fig. 1 4 ) une ligne dà troifieme ordre rap- 
portée i l'axe ap des x\ l'origine des ,v étant fup* 
pofée en a. Faifant aprsz^x^- l'ordonnée y aura 
trois valeurs plypm^—pn*\ donc pl^p /n— 
pn^=-^bx — c. G'eft pourquoi prenant po=i^ 

*" , le point o fera tellement fitué , 

qu'on aura lo^=s mo'-^no.En effets de l'équation 

pl + pm — pn ' . 
p c=s . — ', on tire ^po — pm^pn:=s 

pls=slo-^po. Effaçant p o de part & d^'autre il 

vient ip o-+'pn'-'^pms=sl o ^ ou/> -H/^n-H- 

p o- — pm y on o n ^ o m zs=i la. FaiCmt de même 

^^ :.PL4-PM — PN >. ^ . 

P O =E ^ , on trouvera L U -t- 

MO 3=aO N , & fi par les points o & O on mené 
la ligne ot^ cette ligne aura la propriété de couper 
toutes les /« , L N en deux parties telles que la 
fômme de deux lignes ont ^ o^n^ ou L G , . O M 
( qu on peut regarder comme ordonnées i la ligne 
a \ ) fituées d*un côté , fera égale à l'ordonnée lo , 
ou N O fituée de l'autre* cète , & fi m devient 
égale a /2, alors l a^3=s^i^om. Nous appellerons la 
iigne o :f Diamètre analogue. 

» « ■ * » ' ' ' ' ■ 

^ pn aie (îgne ->- , prce <^*eUjBt tmid du côte o^poiS a ^ /? t 
^ae nous (ùpppCoQS pofiuyen^ , . 
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1 4. Venons maintenant aii produit — p m-pn*pl 
df s troiç ordonnées { on met le figne — à caufe de 
pn négative)=— -Aa:3-^/;v* — mx — >2. Si on 
fait j'.=?=o dans 1 équation générale, on aura hx^-\' 

/at* , mx , n 
?^*-4-/WAr-|-/ZŒQ,oujp' + -T — H -7 — +"^^^^* 

Les racines de cette équation donneront les points 
dUmerfe^ion de la courbe avec l'axe des^bfcifles 
ap\ çeft-àrdire, que (;ci — ab)'{x — *aç)*{x'^^ad) 

?=5 ;r 5-4- -r ^^ -+- T x-^\yO\xh{x^-ahy{x — ac) K 
fh ah 

(x '-r- ç4) ■= h x^ ,^ l x^ -i-^ m X -{* n 'y donc 
pl 'pm ^pn == h •pb rpt •pd ( parce que x étant =3 apy 
X^—ab devient pb^ ;v -^ a c devient — pCy Se 
X'-^a ((devient — p d), On aura de mente P L X 
jPM-PN=A-P^-P<:.Pi/j donc i'^. pl'pm^pn: 
pb • pc^pd\\h\ I , c*eft-à-dire , en railon conf- 
|:ante. De même P L^ P M » P N : P 4 • P c - P df ;: 
.Â:i;dQnca°.;?/n«/7/2./^/:PL-PM-PN:;/7^X 
pc^p 4l^ b -]? c*V dy & dans les lignes du qua- 
trième ordre on trouvera que le produit de$ quatre 
ordonnées correfpondantes à une abfcifle , eft au 
produit desquatre ordonr^ées correfpondantes à une 
autue abfcifle ,, comme le produit des quatre inter- 
ceptées eiitre le point où fe termine la première 
Abfciffë & les points où la ligne des abfciiles coupe 
la courbe , au produit des quatre interceptées çpiv 
refjpondantes à la féconde abfcifle, & ainfî de fuite 
pour les lignes du cinquième , fixieme &ç, ordre j 
de force que la courbe étant de Tordrç n ( que je 
fuppofe le plus grand expofai^t de y ) , le produit 
de n ordonnée$ cprrefpondante^ a une abfcifle ^ 
/era au produit de zk interceptées co^rrefpondantes 
en raifon confiante , & par conféquenc fe premier 
prodij^it 'çf^ 4 un fçmblable produit de n ordonnées 
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correfpondantes a une autre abfcifle , ccjmme le 
produit de n interceptées correfpondantes a la pre- 
mière abfciflè au produit de n interceptées corref- 
pondantes à la- féconde abiciflè-. 

Des branches Infinies des Courbes & de leurs 
afymptotês. 

2 5» L^afymptotc d'une Courbe eft une lignd 

cUroite ou courbe ^ qui à rinânl fe confond oa 

coïncide avec cette, courbe j û rafymptote eft redi* 

ligne , elle eft cenfée tangente de la courbe à Tinfini, 

Si une Courbe a une branche in£me y Se que d'un 

^inc de cette branche infiniment éloigné on fup-» 

pofe menée une ordonnée perpendiculaire , il eft 

vifible que rabfcilïè x ou l'ordonnée y j ou tomes 

les deux feront infinies; C'eft pourquoi à une abj^ 

ciffé finie répondra une ordonnée réelle infinie , ou 

à une abfciue infinie une ordonnée finie ou infinie* 

Pour faire la recherche de ces fortes de branches , 

}e partage Téqu^ion d'une Courbe quelconque en 

plufieurs membres P , Q , R , S , &cc. Le premief 

membre P contient tous les termes dans lefquejs 

k fomme des expofants de x 6c y efk zz n^ en 

luppofant que n défigne le degré de l'équation , 

le fécond membre Q contient tous ceux dans Icf* 

quels cette fomme sr /? — i ; R représente tous ceux 

it^tis lefquels cette fomme a» /z -rr- i , &c. * 

On doit principalement faire attention au pre- 



* Si un terme contient *" , il cfl cenfc contenir y^ xV^ 
parce que y*» = i. De même la quantité ^y"eft = ^^o^"j 
or -f- /i = 71 ; donc dans ces (juantifés la fomme dc$ 
expo fanes de * & ^ eft = /i» 
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mier membre P. Si ce membre ii'a aucun fa<Sfceur 
fimpie tSel , mais s'il a au contraire cous ^es faâeurs 
imaginaires (ce qui ne peut arriver qu'en fuppofant 
que n eft un nombre pair), la Courbe n'a aucune bran- 
che infinie. En effet il eft nécellàire dans ce cas que 
P contienne x' , &^" : car fi x" ou^' manquoit , 
P feroit divifible par x ou par y ; donc P auroit 
un faveur fimpie qui ne feroit pas imaginaire. Si 
la courbe a une branche infinie , x ou y ou tous 
les deux feront infinis ; donc P fera égal à Tinfini 
clevc à lapuiflànce n , c'eft-à-dire , = oc". Mais 
les membres fuivants Q, R, &c, repréfentent tout 
au plus les infinis ©o" — » , oo" "^ * , &c. qui dif^ 

{)aroiflent ( voyez ce que nous avons dit de 
'infini dans le Calcul) devant qo'^ ; donc l'équa- 
tion devient P = o j donc puisqu'on fuppofe 
que dans P il n'y a aucun facteur réel , cette 
équation ne peut avoir aucune racine réelle ; donc 
dans ce cas à une abfciffe infinie réelle , il ne 
répond aucun y réel ; donc la Courbe n'a aucune 
branche infinie. De- là vient queéa Courbe repré- 
fentée par une équation de cette forme y^ -4- axy 
Hr ix^ '+' ex ^ dy -^ g = o , n'a aucune 
branche infinie lorfqde le quarré de la moitié du 
coefficient du fécond terme eft plus petit que le 
coefficient du troifieme ; car dans ce cas la Courbe 
eft une EUipfe,, & le membre P qui eft ici y* -+- 
axy ^ bx^ ne peut être réiolu en fadeurs 
réels ( II,) *. 

x6. Si le premier membre P a un fadeur réel , 
ay^'^b X yQU changeant les coordonnées on peut 

* Nous avons appelle / ( 1 1. ) ce guc nous appelions 
ici « , & m ce <juc nous appelions ^. 

fc 



Digitized 



by Google 



Courbes ALGÉBRiquES. 145 

*!■ I II !■■ m I. ■ « to 1 " I .... I . I ^ i . . I ' i a 

fe procurer une équation dans laquelle ce fadteur 
réel de P foit l'ordonnée elle-même. Suppofons 
que q c' { fig* 15) repréfente la Courbe de Téqua- 
rion 5 les a A étant x y & les cb étant y. Prenant 
a m = a Se faifant la perpendiculaire correfpon- 
dante mn ss=^ b ^ tirez a d de fuppofant Tangle 
na m == ^ ^ on aura cof. j : fin. j : ; r : tang. Sj 

ou iz m(a) : mn {i)::r ; tang. j? = -^. Le trian- 
gle amn donne encore an =3= V^(^*-+-^*)î 
nmib) : ; r : finus s s=s -- — ^ ■■ ■ , Le même 
triangle donne v/(a* + A* ) : a : : r : cof. s =s 

- .. . . ,, , . Du point c de la Courbe tirant c d 
V(^ -h/ ) . ^ 

perpendiculaire fur ^ rf , je ferai adzzit y cd s=: u^ 
& menant b p y b f parallèles aux nouVelIes^ coor- 
données , les triangles amn y ab p ayant un angle 
commun en a , & les angles m ôc p droits font 

femblablès ; donc aniam il ab : apzz -7 — ; — —-. 

On a auflî a n : m n, Il a b : bp = — r~. 

De plus les triangles apb y fc b ont les angles p Se 
/droits , & les angles en a Se c égaux : car les 
angles bcf^ cbp étant alternes internes font 
éçaux y ot cbp eil complément de ^ b p ^ aufli- 
bien que Tangle a ; donc Tangle ç de l'un eft égal 
à l'angle ^ de l'autre ; donc les triangles b cfy 
apb font femblablès > & par cpnféquent aufli les 
triangles anniy c bf le font j donc an i mn II- 

cb:bfz=ipdz=: -,; ■ , ^ '^ . Les mêmes trian- 

gles donnent V (a» + A*) : ti : ! y : <:/= ~^^^ l 
Tomt IL K 
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or c=z ap -^ p d Ôcu =z fc --- fdzzz c§ — bp ; 

gle s = 45"* , Ton aura b zz a ^ S>c alors r «s 

, tt = --- — . De 1 équation u = -^ .-- , 

on tire u.y/ia}-^ b'^) •=: a^y ^bx ; donc ( puif- 
que ^y — A AT eft un fa<îleur réel du premier mem- 
bre P) « fera un fadeur réel de P dans la nouvelle 
équation qu'on trouvera en fubftituant les valeurs 
de AT &y en r , tt & confiantes j car des équations 

, , - ' , au -{' B t at — hu 

précédentes on tvc^ y =.-^^^-,x = .;^^^^^^ 

Si P avoit pour fadeur [a y ^bxy^ovi {ay — A a: )^, 
&c. dans le premier cas x^* , & dans le fécond v? 
feroit fadeur de P. Si ;v & nonjy étoit fadeur de P, 
dans ce cas on pourroit changer x en y (voyez le n? 5 .) 
(& réciproquement. 

17. Suppofons maintenant en premier lieu que 

y éft un fadeur de P tel qu'il n'y en ait aucun 

aiitré qui lui foit égal. C*eft pourquoi foît P = 

^ M , M étant du degré /2 — i , on aura donc la 

formule yM-+-Q-+-R'4-S-|- &c. =5 o , ou 

yM=:-Q-R^S-&c.&y = — ^^^ -^ 

Mais Q étant du degré c©»— ', R du degré 
oo«-2,^ S du degré oo« - ? , R & S difparoiflent 

devant Q j donc j =: — ~, Mais Q & M foht du 

degré 00» *- * j donc y eft fini. Effaçant donc dans 
Q!& M les quantités multipliées par j* , comme 
infiniment plus petites que les autres * & faifant 

* Parce que y écanc fini ; ccS quantités C^ïont au xnoios 
de Fordre oi»-^ 
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^^zsip y nous aûtons y tnz p ; donc Téquation 

y -^p :z:o e(ï contenue dans l'équation P + Q + 
RH- &c. s:^ o j fi la Courbe a quelque branche 
infinie. Mais j — / = o eft Téquation à une ligne 
droite parallèle à la ligne dès abfciffes ( <f . ) > & 
diftante de cette ligne de la quantité p ; donc la 
Courbe à l'irifini coïncide avec cette dl^oite, qui* 
par conféquent eft fon afymptote reâriligne , Sc 
cela foit qu'on prenne ' x pt>fitif ou négatif ; il- 
paroît donc que la Courbe a deux branches infi- 
nies. Tune du côté des x pofitifs , l'autre du côt^ 
des X négatifs qui ont pour afymptote la même' 
ligne prolongée à l'infini de part & d'autre. 

V^oilà ce qui arrive fi le jfecond m'embue , Q fe 
trouve dans l'équation fans être divifible par y.» 
Si Q eft divifible par y , faîfanc Q=jN^ N^ 
fera du degré oo« *•* ; donc N fera = o refpeéfcive-' 
ment à y M ; donc Téquation fubfiffiera' entre lesr 
termes y M + R -t" S -f &c. = o , la même qaoïv 
auroit fi Q étoit == o , ou fi Q ne fe tirouvoit point 

dans l'équation. Dans ce cas on aura y =— --- — • 

S 

— — &c. M étant du degré oo"-'^ R du degré 

oo»-ï, iS du degré oo^-^ ^ &c. Mais cette équa- 
tion ne peut Moit lieu fi j n'eft infiniment pecic^ 

— R Si. 
parceque~^-^jj = ^t.. 
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, I " i I I m il 

28 Si R fe trouve dans l'équation fans être 

R 
divifible par ,y , effaçant dans — •— tous les ter- 
mes dans lefq\iels^ fe trouve , Ton aura y z=z ^ , 
p étant une quantité finie» Si R manque dans Téqua- 
tion 9 ou (1 R a un fadeur j^ , on aura j^ = — --=; 

•^ (parce qu'alors R difparoît devant j^M). Si 
on fuppofe de plus que S manque dans réquation , 
ou que S foit divifibie par j^ > Ton aura ^ = -^ * ^ 

de forte queh général y devient =2 — * Si^^fi: 

un nombre ifnpair & p une quantité pofitive , x 
étant fuppofé pofitif , y le fera auflî; mais x étant 
négatif y fera négatih Si g eft un nombre pair , 
y fera pofitif ou négatif félon que p fera pofitif 
ou négatif ^ Se dans tous ces cas la ligne des^ 
abfciffes eft i'afymptote de la Courbe^ ce qui a 
lieu de même g étant impair y ôc p négatif. En 

effet faifant x a=3 «o , on aura y sss — j donc a 

Knfini , y eft un infiniment petit de l'ordre gi 
donc la ligne des abfciffes coïncide avec la Courbe , 
pu devient fa tangente à une diftaifte infinie.^ Les 

afymptotes défignées par la formule y =^ font; 

des^ lignes droites y on les appelle hyperboliques. 



^ p cA une quantité finie qui varie fclon que Q , Qtt 
R > ou S , ou &c« manquent 4ans Téquation. 



Digitized 



by Google 



^ W I H I I I II Il III 

CourbesAlgébriques. 14^ 
;En effet i'équation^''' x^zz a^-^^^ aUx hyperbole 



de tous les genres , donne y = = -^ , en 

«i-h Ji 

faifant a " =:/>&— =s^. Mais à rinfiili 



m 



P 



Ton 2l y ^2 — • L'on détermine donc par cette 

' méthode une Hyperbole avec laquelle une Courbpe 
donnée fe confond à une diftance infinie. C'eft pour- 
quoi l'on connoît non-feulement que Ja Courbe a 
une afympcdte droite , mais on détermine encore 
de quel côté elle eft fituée par rapport à l'afymp- 
tote.. Si tous les termes Q , R , S , &c, manquoient 
dans l'équation , elle deviendroit ^ M = o , Im- 
quelle étant divifible par y , fait voir que la Courlje 
' cft complexe , étant compofée d'une droite qui eft 
la ligne même des abfciflès * & d'une Courbe 
de Tordre n — ^ i. Si on trouve y ^P (j? étant 
une quantité conftante ) , dans ce cas Talymptote eft 
une droite parallèle à la ligne des abfciifes ,.ainfl 
que nous l'avons dit ci-'deflus ( <î. )• Pour faire 

S^ue les abfciflès fe trouvent fur l'afymptote , on 
uppofera y — p =s u y on y ^=^ u ^-^ p. Subfti- 
tuant dans l'équation cette valeur de y & faifant 
X infini , u fera infiniment petit , puifque à Tin- 
fini ,tt = y — /7 z=: p -^ p. Etant donc donnée 
Téquâtîon d'une Courbe , cherchez le nombre dç$ 
fadeurs réels & inégaux du membre P » 5^:. vous 

■ ■' I III 11 ■ I I ■ ■■■■ ■■ «Il .«ili ■!' I MM I i yW 

* Car réquation y M =r , cft dUifiblc par y 3= ^ 
Mjôi réc^aatioo y :=: donne (é*) la ligne des abfçiifcs, 

K i 
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turez autant de paires de branches infinies & autant 
d'afymptotes que vous aurez trouvé de fa<Steiirs. 
Quant au genre de i'afymptote, hyperbolique , vous 
le trouverez aifément par la méthode ci-deflTus. 

19. Suppoions mainieuant que P a un fa<Stear 
jrcel double y ^ , enforte que P=:^*M, M étant 
une foailion du degré /i— x. Dans ce cas Téqua- 
tion deviendra^* M -f- Q -+- R + &c, = o. Si Q 
fe trouve dans l'équation fans être tliyifible parv^ , 
les termes R, S, &c. s'évanouiffànt devant Q, 
réquation deviendra y'^ M = — Q. Cette équa- 
tion peut être vraie fij'* eft = 00 , comme x. Pans 
ce casj^ = j/^= ^\\ c*eft -à-dire , infinie par 
rappoit à Tunité , mais infiniment petite par rap- 
port à a: •• car I : ^r :: 00» • 00 i donc difpofant 

^équation de cette manière j<* = — ^ , tous les 
termes qui contiendront y , infiniment petit par 
rapport à a:, s'évanouiront dans la fraâion — ^ ; 
donc puifqùe Q eft du degré ^^2 — i , M du degré 
12 -^ i , on aura — ~ = / a: *, /? étant ime quan- 
tité finie & confiante \ donc y'^ z=z p x ^ équatîoa 
à la parabole vulgaire, p étant poGtif, les bran- 
ches s"étendent du côté dés x pofitifs , mais elles 
s'étendent du côté des x négatifs dans le cas con- 
traire ; donc la Courbe a cieux branches infinies 
du même côté , entre lefquelles fe trouve la ligne 
des abfcilTès. 

Si l'on veut une parabole avec laquelle la Courbe 
^ ' ■ ■ ■ • • " _ - "^ 

* Parce cjuc ce quotient doit eue =•; 0© ; or « cft 
fuppoft infiui. 
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convienne plus incimemenc à une diftance infinie , 
il ne faut pas négliger le terme fuivant R , mais 

on doit prendre l'équation >* -H "^ ^ tt = o. 

Parce que R & M font des fondions du même 
degré /z— 'i , effaçant les termes qui devienneni 

R 

infiniment petits, on aura — = q , quantité finie j 

donc on aura l'équation y^ =/? ^ + ^=fAr4--)./?j 

équation à une parabole de même paramètre ; 
inais dont le fommet eA éloigné de Torigine iles 

abfciflfes de la quantité^. - 

jo, Suppofons maintenant que le fécond membre 
Q eft diviuble par y* j de manière que y^ N foit == 
Q , N étant une fondion du degré /z — ' j. Puifqud 
M eft une fondion du degré « — z , il eft évident 
que y^ N fera infiniment petit par rappcMrt à^^ M. 
C*eft donc la même choie que Q manque dans 
l'équation ou foit divifible par y^ , ce qu'on doit; 
dire de même de R , S , &c. Dans cette hypo- 
^thefe fi R fe trouve dans Inéquation fans être di- 

^Pifible par y , l'équation fera ^* -l- — ' 2= o j or 

R & M étant du même degré /a — 1 , on aurai 

R 
j^* = — — = p ( quantité finie & conftante ) , & 

^ SES + \/p^ Si /ï eft négatif , y fera imaginaire j 
donc dans ce cas la Courbe n a aucune branche 
infinie. Si p eft pofitif , la Courbe a deux afymp- 
totes redilignes & parallèles à la ligne des abfcifles 
qui fê ti^ouve au milieu également éloignée d$ 

K4 
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Tune & de Tautre. Pour connoître le genre de 
rafymptote , on fera v — ^p = u. Cela fait par 
les règles aue nous avons données y ou doue nous 
parlerons dans la fuite , on connoîtra le genre 
d'une afymptote. De même faifant y + \/p = a , 
ou ^ = tt — Vp , on déterminera le genre de Tautre 
sifymptote, 

3 1. Si non-feulement Q , maïs encore R man- 
que dans l'équation , ou fi R eft divifible par j^, 

réquation deviendra ^* = — - — • = -. Si S man- 
que auffi , ou eft divifible parj^*, l'équation fera 
y = —— -îss— - , & ainfi de fuite ; de forte 

qu'en général on^ aura j|/* = — , équation qui fera 

connoître & le nombre des branches infinies 5c le 
%enre de rafymptote. 

Dans réquation ^* r=: •— , foit d'abord fuppofé 

g un nombre impair. Si p eft pofitif , du côté des 
X pofitifs , y a deux valeurs égales , l'une pofitive , 
l'autre négative ; donc l'afymptpte eft hyperbo- 
lique , & la Courbe a deux branches , entre lefJ^ 
quelles fe trouve Tafymptote rediligne. Mais du 
côté des X négatifs \y étant imaginaire , la Courbe 
ne peut avoir aucune branche infinie de ce côté- 
là. Le contraire arrive , p étant négatif. Si. g eft un 
nombre pair , p- étant pofitif , y a deux valeurs 
réelles, foit du côté des x pofirifs, foie du côté 
des X négatifs \ donc lafymptote eft hyperbolique 
& la Courbe a quatre branches infinies. Mais/» 
étant négatif, y eft imaginaire & k Goiirbe a'a 
aucune branche infinie. 
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Le cas dans lequel Q ou les membres fuivans 
font divifibles par y , eft plus difficile. Si R fe 
trouve dans l'équation , Q étant divifible par y Se 
non pas R , foit Q c= ^ N , N étant une rondion 
du degré n — 2 , de même que M & R ; donc 
l'équation fubftifté entre les trois termes \y* M •+- 
y N -+- R a= o. Cette équation , en fuppofani: 
X s= 00 , peut avoir lieu fi y eft fini j on aura 

N R 

donc;^* — py — j f= o (parce que — , ^ 

deviennent des conftantes v &c q ). Si l'équation 
y^ "-^ py — q == o , a les racines imaginaires , 
la Courbe n'a point de branches infinies. Si les 
racines de cette équation font réelles , il y aura 
une double afymptote reâ:iligne » parallèle à la ligne 
des abfciflès. Ces afymptotcs fe confondront fi les 
deux valeurs de j font égales. 
. 31. Si R manque ou eft divifible par j , Ton a 
l'équation ^*M+>N -+• Ssssso , qu'on peut 

réduire à cette forme y* ^-^PJ -^ ~ «ss o. Si S 



X 

XX 



manque auffi , on aura y*— /?y-*- — =:o,& 

XX 

ainfi de fuite. Si Q ne fe trouve pas dans Téc^ua.* 
tien, ou eft divifible par j'^ R étant fuppofée conte- 
nir y , enforte que R = y N , N étant du degré 
n — -, 3 , fi S fe trouve dans Téquation fans ctçe 

divifible par y , l'équation deviendra ^» ^ ^ — 

- = o. Eloignant S & non T , l'on a y* — 

— — -^ =s o ; & ainfi .de fuite. Si R eft = o , 
ou divifible par jr*, & S divifible par^ ; fi Seftfap- 
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pofée enfuite manqifex dans l'équation , &c. on aura 
fucceflîvement \^% équations j'* "*" "3" I^^^î 

Se ainfî de fuite. C*eft pourquoi dans tous ces cas 
on trouve une équation à trois termes de cette 

forme y^ ^tl^^^^^ J^ns laquelle g eft plus 

grand que /, ou tout au moins =/I 

Pour favoir ce qui arrive en fnppofant :r= 00 , 
comparez deux termes de Téquation & déterminez 
le degré de j , enforte que ces deux termes Toient 
homogène?. Si le iroifieme fc trouve infiniment 
petit par rapport aux autres , Tcquation fubfifte 
entre les termes comparés. Mais fi le troifieme eft 
du même degré que les autres , on ne doit pas 
l'omettre. Si Te troifieme eft infini rcfpedivemenp 
aux autres , Téquation ne peut fubfifter entre les 
termes comparés. Faites la même chofe pbur cha- 
que paire de termes. Cette méthode s'applique 
auffi aux équations qui ont plus d^ trois termes , 
en faifant pour la fomme des termes négligés les 
mêmes railonnemens que nous venons de faire 
pour le troifieme dans le cas du trinôme. 

Dans le trinôme trouvé ^ pour que les deiix pre- 
miers termes foient homogènes , c*cft-à-dire > du 
même^rdre d^infiiii, il eft nécelTaire que.jf fbit du 

degré — j * ; donc Ie5 deux prçmi^rs termes. j(bnc 
* A caafc que x eft fyfj^oCi ss, y , l'oa ». 31^ -a» 
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du degré — r-, le troifieme terme étant du degré 

— . Si g K=s if^ le troifieme terme eftfiomogenc 

-aux deux autres , & Ton ne doit pas le négliger j 

donc on aura Téquation >'*""^--' '^ ==* o. 

Si les racines de cette équation font imaginaires » 
la Courbe n'a point de branches infinies j fi les 
racines font réelles il y a deux afymptotes hyper- 

l^oliques du degré — jj. *, qui fe confondent en une 

fi les deux racines font égales. Si ^ < i/, te 
dernier terme eft infiniment grand en comparaifon 
des deux premiers j donc l'équation ne peut fub- 
iîfter entre les premiers. Examinons fi elle peut 
avoir lieu entre le premier & le dernier. Pour 
que ces termes foient homogènes , y doit être du 

degté — , alors Tun & l'autre terme fera du 

degré — , le fécond étant dans ce cas dudegré 
. oQ.^ mm 

^ i o^vf-H-/) >^* fi ^f>gi ^ncle 

i +y \^ ^ 

I - . " I — «fc— ^—^bi— Il I , I I 1 1 

* Si Ton fijppofc jf s=i — 4 &^ = — 4 , on verra 
jàCémcnt que cette équation devient f y -f* T ) ^ 

C y "+* —7- J ==0 5 doncy fera un infiniment petit de Tordre 

î— Te , en fuppofant x =: oo. On peut prouver cela gêné- 
salement ,- en réfolvant Téqqation ci-dciTu^» 
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fecoad s'évanouit devant les deux autres & l'on a 

Tcquation >'*— — c= o qui détermine le genre 

de rafymptote. La comparaifon du fécond & du 
troifiemc terme ne donne rien dans cette fuppo^ 
fition , parce que le premier devient infini par 
rapport aux deux autres; Si ^ > i/ , l'équation a 
. lieu entre les deux premiers , le dernier deveiianc 
infiniment petit refpedivement aux autres ; donc 

j^ = -:., qui défigne une afymptote hyperbolique» 

Si on fuppofe le premier & le dernier termes 
homogènes , le- fec^ond fe trouve infiniment plus 
grand que les autres ; donc il ne peut y avoir 
d'équation entre le premier & le dernier. Le fécond 
te le dernier feront homogènes , fi ^ eft du degré 

— — -. Dans ce cas le premier eft du degré — ^ ■ 

& par conféquent il s'évanouit devant les deu| 
autres : car (25^— 1/) > g i donc on aura 

yzzz -— . ^ qui défigne le genre de Tafymptotc» 

^ Si le premier membre P contient le faékeur 
^' , enforte qu'on ait P = ^^M , M étant du degrS 
/z — 3 , fi Q fe trouve dans Téquation fans être 
divifible par y , Téqviation aur^ lieu entre les deux 

premiers termes , & l*on a:ura ^5 — ^ M.. Q eft 

du degré /i — i > M du degré n^ ^ \ donc j^' doit 

être dû degrc 00^*, en fistifant at =3 » ; donc^ =? oc \ 
&, par conféquent infiniment petit par rapport à 
ir =:o©: Rejetant les termes evanouifTans & fat- 
faut la divifion , il viçni; Jf ^ «= i^ ^** i dpuc i l m&ni 
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la Courbe convient avec la fecopde parabole cubU 
oue , qui eft fon afympcore curviligne : elle a donc : 
aeux branches infinies , Tune du côté des x oofitifsi, 
Taucre du coté des négatifs. Si p eà pohtif , les 
-branches font (icuées du côté des ordonnées pod- 
tives , &C du côté des négatives , fi /> eft négatif. 

Suppufons maintenant que le membre Q eft 
divifibie par y^ , il eft vifible qu'il diiparoît devant 
P , ce qu'on doit dire aulïi des membres fuivans ; 
ainfi c'eft la même chofe que ces membres ma«H 
quent dans l'équation , ou qu'ils foient divifibles 
' par yK Si Q eft divifibie par^^ , ou manque dans 

féquation , on aura^' =— - s= /? a: ^ en fup-, 

pofant X infini ; donc y^ =1 p x y équation à la 
première parabole cubique * j donc la Courbe a 
. une afypiptote curviligne du genre parabolique , 
qui a deux branches infinies , l'une du côté des x 
pofitifs , l'autre du côté des x négatifs. Dans ce 

C9iS y vss y/ p X 'y donc^ eft de l'ordre 00 ^ , c'eft- 

à-dire que^ eft infini par rapport à l'unité j mais 
infiniment petit par rapport a a: = 00. 

Si R manque auffi dans l'équation , ou eft divi- 
fibie par y^ &c que les ^lembr^ fuivants ne foient 

pas divifibles par j' j Ton aiira 1 équation j^^ =s — - ^ 

Se parce que S & M font du même degré , l'on 

— — s 
aura = /^ » quantité finie j donc y^ = p. Cette 



* Uéquation à la prctaicre parabole cubique eft y^ 
éx:s=:pM-^n faifanc pf^at^^ 



Digitized 



by Google 



m» ■ I ■ I ' ^ 

içS Cours de Mathématiques, 

^ 1 ■■■,,■■■■ m, 

équation ayant une racine réelle & deux imagi^ 
nairés * , fait voir que la Courbe n'a qu'une feule 
afymptote reûiligne , dont on déterminera le genre 
par la méthode ci-dcffiis. 

Si S manque dans l'équation , ou cft divilîblô 

pAr y^ , on aura y^ = -rp =^ "• ^ manquant ou 
étant divifible par y^^ on aura y^ = ^. En géne- 

râî y' s= -^ , qui défigne une afymptote hyper- 

bolique. 

34, Si Q eft divifible par j* , de forte que Q foit 
= j'* N , N étant du degré /i — j , Ton aura Téqua- 

tion j'^ M -*-/ N -H R = o , o}xy^ ^y^ ~ + 

— = o. Comme cette équation ne peut avoir lieu 

M 

qu'en fuppofant j infiniment petit par rappbrt à x 

( parce que R eft du degré /2 — i ) , on a^^ — py^ — 

Î^ X = o. Si j>^^ eft fuppofé du même ordre que x , 
e terme du milieu p y^ difparoîtra devant les deux 
autres j donc on aura y* zz: q x ^ équation qui 

donne une afymptote parabolique du degré — ^ avec 

laquelle fe confondent deux branches de la Courbe , 
l'une du côté des x pofitifs , l'autre du côté des 



* Pour le prouver fuppofcz/7 = </*, on auraj' — Jî= o, 
divifant par y — i = o , le quotient donnera l'équation y* 

"4- y ^ -+^ i* = , dont les racines fonr y 2= H 

- |/Hj 5 donc la feule racine réelle eft y =; </• 
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u négatifs : il n'y a aucune aucre équation poiïïble. 
Si R eft divifible par^* ou manque dans l'équation , 
il vient j^5 «. py^ — ç s= o , équation qui fubûfte 
en fuppofant y fini. L'ordonnée y a une valeur 
réelle ou trois. Dans le premier cas il y aura une 
ofymptote parallèle à la ligne des abfcillès , trois 
dans le fécond cas , à moins cependant que deux 
fe xronfondent en une feule *- Quant au genre de 
l'afymptore on le connoîtra par les règles ci-dcflus. 
Si non-feulement R , mais encore S manque dans 
léquation ou eft divifible par y^ , on aura y^ — 

py* — - s=a: o. T manquant ou étant divifible par 



X 



y'^, l'on ay^ — py^ •*• —7- = o j & en général j^^— 

py^^ -X«. ]De-Ià réfultent deux équations , y^ =3 
py^ y oM y = p y qui donne une afymptote dont 
il faut chercher le genre , & j'* = ----- , qui donne 

p Xo 

une afymptote du genre hyperbolique. Si Q man- 
quant , R eft divifible par y^ , Ton a y^ ^<-^ ^ 

m - ^ * 

r^=sW Si R manquant, S eft divifible par y*; 
Ton aura y^ — -7- ""^ Ig ^ ^* ^'^^ pourquoi on 
a en général y ^ r- •— — =0. Dans cette équa- 



* Car les valeurs de y ne peuvent être roures les trois 
égales , autrement le troifieme terme ue maoqueroit pas 
dans ré^uacion. Ypycx 1* Algèbre. ^ 
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non / ne peut être plus grande que g , mais elle 
peut être moindre ou égale. 

Il peut arriver que^ ronait> }/, oug:=z j/, ou 
^< 3/. Dans le premier cas on aies deux équations 

y = ^yy^= 3-., qui déterminent le genre 

de l'afymptote. Si ^ = j /j fuppofant^ de Tordre 

— , le troifieme terme eft .du même ordre que 
•0/ ^ ^ 

les deux premiers j donc Inéquation fubfifte entre 
les trois termes , & y aura une ou trois valeurs de 

Tordre — .• Si ^ < 3/^ Ton aura Tcquation j^' = ^ 

on voit facilement de quel genre eft Tafymptote 
dans les deux dernieft cas. 

35. Si Q eft divifible par y & non pas R, 
on trouvera le trinôme j^ "^Py^ — " ^a:=^o, 

qui donne deux équations y^ z=:p x j ^'^ = — '-. 

La première équation irxarqueune afymptote para- 
bolique , la féconde une afymptote rediligne , dont 
on déterminera le genre par la méthode ci-deflTus *. 
Si R manqua & non pas S , Ton zxxxiy^ — g|y x — 

q = o , d où Ton tire y^ =/? x &c y =z — -. En 

général on aura^^ — py x — =s o , d'où Voa 

x^ 

tire y^ =:px ôc y=: 



.*«*^ 



^ C*cft-à-<îirc , on déterminera la Courbe avec laquelle 
fc confond à rij|£ni celle de Téquaciou. 

^ • Qae 
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Q ne fe trouvant pas dans l'équation , fuppofons 
R diviïible par y ^, ^ m^is non pas S ^ l'oA aura j'^^ 
py — </ = o , équation qui a lieu en fuppofant y 
fini. Comme j^ dans cette équation a une valeur 
réelle ou trois , il y aura une ou trois afymptotes' '^ 
•reûiiignes , dont deux pourront tomber Tune fut 
l'autre fi j a deux valeurs égales.^ Si S manque & 
non T j ou*r & non V, &c. on aura en général 

yK-- pY^'^=:Vyd'oiï,y\:^p&:yz:i^. La 

JC , p X 

feconde équation donne une àfymptote hyperbo» 
iique^ la crémière deux afymptotes rçdilignes , 
fï p ^ pohtif^ & deux afymptotes imaginaires/? 
étant négatif ; c'eft-à-dire , que dans' ce dernier 
cas cette équation ne doime aucune branche infinie, 
; Si Q ne;^pntenant|>asjK. 5 quelqu'un des menv 
bres fuivans eft divifible par y , l'équation fera de 

cétfè '(étmpy^^t^' -^ -^ =: ô , dans laquelle/nô 

peuVctre plus gtandçjqoôi^ Jlpeut àcriver quej/< 
1 ^ > ^ue 3 /às= z.gy qu© ^f^xg^ £)àiis le premier 

cas on à >* ==, -k^^ y t^rf^^^^j^^^ 

X ' p X 

4es ai^mptotes JiyperboUques, Dans U fecon4 :cas 
les crois terftieis étant ,hoïiipgen«s, y a uHepu trois 

valjpurs de degré -^» Dans ce cas l'afymptote ou 

ocT. 

les àfymptQtes font ^iiypçrbcsiiques. Dans W troi- 
fieine cas on trouve la feulé équation ^^ ==^ qui 

donne ane àfymptote hyWrboUque du degré —j. : 
Tome /A L 
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puifque de cette équation on tire y tes |/-^* 

X 

j6. Venons a la dernière hypothefe , dans*laquelle 
les termes qui contiennent foit y* , foit y fe trou- 
vent dans l'équation. Si Q a un fafteur\y*> R un 
fadeur y i 8c que S fe trouve dans l'équation , l'on 
a y^ '^^py^ — j^ — r=2 o , qui donne pour j^ 
une ou trois valeurs réelles , une ou trois afymptptes 
redilignes , à moins que deux ou même les trois ne 
fe confondent enfemble. Si S manque dans 4'équa«- 
tion , on prendra en général le premier des mem« 

bres fuivans , pour avoir j^^ ^py^ "^ ÎJ^ **" "^ ^ ^> 

d'où Ton tire y* — /7^ -i- ^ ±2 o & j' = ^-^» La 

première de ces équations .dohne deux. afymptotçs 
reétilignes , à moins que les valeurs de y foient 
imaginaires bu' égales* D^srxefdsmier cas les deiu 
afy mptotôs fe confonde^! en Mtie \ la féconde tdonne 

une afymptorte hyperbolique du degré -r-. ' * 

R ,' manquant (i S ou quelqu'un àsi& memSrés fui-* 
vants contient^ i l'on aùfa en général y^ — /^J* — 

^ — — =: o. Dans cette équation , /ne peut être 

plus grande que g. De-lî'xni-tîre cette équation 
y^ '"-^py^ = o , oxxy ::±p y quV donne une afymp- 
tote reftiligne. De plus fi Ton fuppofe y infiniment 

petit, y^ difparoît devant ^^^& Ton aj* + ~j + 

px. 
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• — - == o * , équation de la forme de celle donc 

on a parlé ci-devant ( 32 )k ** 

37» II- nous refte à examiner ce qui arrive Q 
xnanquant & un des membres fuiVants étant Tup** 
pofé divifible par y^. Dans ce caS on aura Tcqua- 

tîon y^ ^ -— — -i. ^ --. == o ^ dans laquelle ç 

X X X' ' 

ne peut être plus grand que /, ni /plus grande 
que g^ Suppofons fs=ssic^g:=i}Cy d*oii Ton 

tire c £= 1 &/= —, ou yf^ig. Si j< eft 

ï . • ' 

du degré -— j- , tous les termes de Téquation fonç 

homogènes & on ne peut en négliger àuatn j donc 
la Courbe aura une ou trois afymptotes hyperbo- 
liques du degré — j ; donc une ou trois afymjptotea 

hyperboliques du même degré répondront à une 
même afymptote rediligne ***. 

Si les expofans de x ne font pas tels ^ue nous 
venons de les fuppofet , voyons fi l'équation peut 
avoir lieu entre les deux premiers termes* Pour 



^ En divifant par p at changeant ]cs fignes. 

*♦ Si l'on fuppofc le fécond & le troificmc tenne afFcc- 
tés du fîgnc ■*— , on aura une équation ^u*on pourra ré- 
duire à la forme du n°. jx ^ & e'ed dans ce fcosqu'oa doit 
tntcndrc ce que nous venons de dire. 

*** C*cft-àrdirc qu'à une même ligne des abfciflcs , 
qui fera Tarymptotc , répondront une. ou. twis Gourbcs 
hyperboliques , avec laquelle ou kfquclies la Courbe pro- 
pofée fc confondra à i'iniîni. . . • ^ 

L 2 
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xela il eft néceffaire que y foit du degré — p , & J* 

du degré -Î-. Si/>ic&:^>5<:, l'égalité 

aura lieu encre les deux premiers termes ^ les autres 
s'cvanouiffant. Si ^ > je, mais /= 2 c , les trois 
premiers termes formeront Téquation.Si au contraire 
gz=, ic ^ /> 2c, les deux premiers & le dernier 
termes formeront Pcquation* Il eft aifé de voir par- 
là comment, en comparant les difFcrenis termes, 
on peut trouver les équations binômes ou trinôme» 
qui doivent réfulter de ces comparaifons. 

11 n'eft pas maintenant difficile de comprendre 
comment il faut procéder fi le premier membre ^ 
contient j"^ > jS &c. 

E X E MP L E I. Soit réqttation^' jr. [y^^^xY "*• 
^^' (j^ -4- ^)^ -+- a^ 3e= ©• Voyons d'abord ce que 
donne le faAeur triple qui fe trouve dans le pre- 
mier membre P. Divifant par M = at. (j^ — •^)% 

on a y^ f -^ H -5 5= o. U 

eft évident qu'en faifant a: = 00 , le dernier terme 
difparoîc devant le fécond \ donc l'équation a lieu 
feulement entre les deux premiers termes : or cette 
équation ne peut avoir Keu , à moins que y ne foie 
fini * , & par coriféquent ne difparoiuè devant x. 



* En fappofant y S: pe d'un même ordre 00 , Ton aura 
y^^x:=szd^ {y'^xY i=:d^ ^ quântîtc finie , ou infini- 
ment petite du fécond ordre ; donc le fcconH terme fera un 
infini du fécond ou du quatrième ordre, le premier étant un 
itifîiii du troifieme 5 fi on fuppofe y d'un ordre infini infé- 
rieur à ^ , le ftcond terme •devient fini , le premier étant 



Digitized 



by Google 



Courbes Algébriques. 165 

^— ^— — ii^— — — — ■ I " I M I !■ ■ m il I 1 1—^— ■ 

^ais dans ce cas le fécond terme fc réduit i ; — • 

2= — a' j donc y^ — a^ = o , équation qui n'a 
qu'une feule valeur réelle , y = <« , qui dcfigne une 
afymptote reétiligne parallèle aux abfciflès. Ayant 
décrit le quarré ab cdy dont le coté := a , prenons 
les abfcffles fur la ligne ab ( iîg. i ^ ) prolongée 
jS*il le faut , & les ordonnées parallèles i ca. La 
ligne ç rf prolongée fera rafymptpte de la Courbe. 
pour connoître Te genre de Talynaptoté par la mé- 
thode donnée ci-deuiis , fuppo/bns j' — û .= a , ou 
^ = û -+- tf j donc il eft évident que u fera infi- 
liiiiient petit, lorfque x fera à;^ 00. Ayant fait la 
fubftituçion , je trouve «^ + 3 ^ «* + 5 « a* -f- ^^ -« 

Sarce que u efl: infiniment petit & que a difparoit 
evant x zz 00, on aura u^ ^ jau^ + ^aau -^ 

tf ^ — û' -f- --J 5:; o j donc les deux premiers termes 

difparoiifaiit devant le troideme (à caufe de u infini^ 

ment petit ) , Ton aura « = — — r j doncTafymp^ 

cote eft du genre — ^y ayant deux branches /&/^ 

correfpondantes à la même afymptote reâilignc 
fdp , Tune du côté des u pofitifs , l'autre du côté 
des u négatifs. On pourroit trouver la même chofe 
plus facilement, par cette méthode. £n ne négtU 

infini. Si y cSt fuppofé infini d'an ordre fup^neur- à celai 
ic ^ , le fécond terme devient infiniment plus petit qu« 
}e premier ; donc pour cjue Téquation fabiijlç ^ttc Ifis prc^ 
miçtç çerroçs , il ftu,t fuppofcr y fini,, , , 
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géant pas le dernier tfrme, l'équation feroit ^^ -^ 



a 



< 



— , ou y — ^ = rirr — n— ^: — ; • Mais lorfque 

y^^y Ton a^ *i- ay -+- .a* = 3tf* j donc y ~ 

<z s= z/ == — r- comme ci-delTus. 

Voyons à préfent ce <jue donne le fa<Sèeur *■ de P* 
Il faut regarder x comme l'ordonnée & y comma 
Fabfdflè. Faifant la divifion -par = j^^. (j*^ ^)*> 

l'on a^- , / ' + 3 , "t. = o. En 

fuppofaht^ =00 ( il eft boa de fe rappellerquej^ 
eft tepréfenté par x & réciproquement ) , le dernier 
terme difparoîf devant le fécond & x devient infi- 
niment petit ; donc ;c = -- = — r ^ qui donne 

r • * '^ . y* te* ^ 

une afymptote hyperbolique' du genre --ts > il y 

aiicaidonc deux branches infinies g^ hèsi coté des x 
pofitifs j c'ettrà-dire^ du côté de^ * ,, cprrefpon- 
dantes à l'axe dcs^' , qui eft une afymptote rec- 
tiligne. 

Enfin pour déterminer quèHes branches défigne 
kifàifteuT double (y -r-r)*'^ il faut mener la ligne 
cd* Se trouver Téqu^tton qui réfulte en prenant 
les âbfciflês fur cette ligne. Suppofons donc que les 
abfeiûfes prifes fur ad fotent = e ^ les ordonnées 

* Car fuppofant (y-* a:')* s=r © , Ton a y"r-x =r c, 
ou y = * , équation à une ligne droite ad , qui fiiit avec 
Tax^ des abfcifTes <i ^ un aiiglc de 4>^ : car faifant d ^=x» 
on a ^ ^ ssi y s=: jr« 
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perpendiGulâires fur^iûf étaUt =x ^. Cela pofë à 
càufe de ji'arigle bai z=: 45^ , l*on a ( 2^.) t = 

^^— & tt = ^^7 — ; donc y = — r— ^ ^ sa 
~-^*i d<mc.faifant/leç fubftimtioni, l'on .aura 

iwT+rrp ;r/.,f-«)' ..-t''--,>" ,.■'• •«■•.- 

4cuu: )»*--* V '. 'vi j^i-I. -=g^a^. en^négliseant le 

^mfisricei»tiè xjat <ti&Qi^c devant le^ £sc6nd ;;donc 
.pnifqùe-tt dok êcre innnimént périt par rapport à t ^ 

Y on aiira "^w* ==' -; r-^ ^doiiçTafy mpjiote^éK hyper- 
bolique & du genre^^, j- * cjo^c oîi aura deux bran- 

çhes. infimes Jt/, i du^c&té*dei r pofitîft, éhrrelef- 
auelles fe trouvera f àf^i:ïif>tv>tc\rèâiitgne , c'éft'-à- 
dires l'axe des 't. L*^ 0àiitï)|é ît donc'fix branches 

4nfime4 &f jKpis afyti^^pces du geive — , : > ^^ 



bu M 



Quant à k figure des Courbes dans un efpace fiçi > 
Tfeft^dé quôi'^ii n'èft paï maintenant queftion. - 
E x.^ M'p.L^ II. Spir réquation-y'. ^\ ( j -77 jc}^». 



•»i jvv" i »r ■!■»■ 



* En effet fi dans les équations t = <~-^ , v = 

^--^ — , on fait dirparoicre la fraâion ^ fi on a)outc enfuitc 

ces équations & qu'on retranche après cela la féconde de 
la prcmiere'^, on trou'^erâ aifémcut les équations dont U 
s'agit. 

L4 
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xy. {y rf x*)-t- 1 =;'Q. Le faâ^ury-.^. ArdePdonne 

une ^fymptote ré6tiligne i^a (fig, i-^,), q^ui fait un 

• u angle demvdroit avec l'axe dfdes abfcifles , tranf- 

^ férant l'éqtjfttion en prenant Us abfcifles' fur a A , 

on txouvera u ^ r ^ afyitipCQte hype4;boli(jiie qui 

fait voir que la Courbe a deux branches infimes ^f , 
me, Xe fadeur x^ en prenant pn pour l*axe dks 
abfcifles , cç <jui donne j^ » r & ^ = ^ , fournie deux 

équations « =: -^ ^ 4< sszt^. La première donne deux 

branches P ^' , ok ^ la fecocide deux branches p6^ 
^i. Le facleur y^ doit ècre rapporté ^i'îaxe des x, 
^ Ton ^ts=x ^y =f= u,; donc on trouvera Téquar 
^ non CA) -^ (^ K^ -h I* tt* — f ^ l« — ^ r tt^'-H r=; o j^ 

qui en faifant / =± oo , devientr^ a^ r+- r^^ " = o, 
ou (en divifant par r^ ) «^-i-h ^'=: ô ,' 6u //r(i^*+iî 
?=: o , qui donne u == o,, t^J'çg^ines .y/ =: ^T V^— 7 
de l*équatipn.4t^ + 1. F^o étanoTpiaginairçs. L'équar 
çioi^ << «=r ^oni^ç une afvivigtote re^iligne qjxi fe 
confond avec Paxe df. Siiôftiéuant la vaîehf de u 
dans Péquation A , eii regardant « comme infini- 
ment petit ou comme o , & fuppofaiit r == oo , il 

eft vifible que u^ ?;= — ^ , «t^ jçp— -^; doAc .réquar 

non deviendra *— t^nM-^ i ss= ô , doù Pdh -tirQ 

^?^ a = r , ôç- a rcr -»y. , qui^é6gne une afymptoie 

hyperbolique , à laquelle répondent deux branches 
inhniés i a? , f^^ la Cout^q a dox^c huU branches 
infinie^ *, . • , . . 



'^ Î9 p'^î pas M^V^li l<; Calcul , qui o'^ ricix dç difficilç, 
j« Iç kiifç à «Ûç aux Cpmmcn^an^ 
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Remab^Que, Les afymptotes paraboliques font 
défîgnéçs par une équation cle cette formej""*" = 
^x^ z^a"^ x\ en faiîant^ =: a** ; Se les nyperbo- 

liques pat l'équation j^» = -^ = ~— - , en faifant 

de même /? =:= a* -^ », . 

> JDivifer les Lignes algébriques (tun mime ordre 
en efpeces. 

)8. De ce qoe nons venons de dire on peut tirer la 
mécbode de divifes les Jignes d'un même ordre en cfpcccs. 
Soit l'équation y* --|- ( / ;ç -+- « ) ^ -f- m *^ -f- /* -f- 
^ =r o. Cette équation peut ^rcpréfcntêr toutes les lignes 
du («cond ofdrc , *{i on excepte le cas où y manque dans 
J'^quation *. Dans ce cas* la Cojirbe eR une hyperbole » 
à moins que Ion ne parvienne à une équation de cette 
forme xyr=2 © , alors réqu«ion^ réfulte de la combinaifon 
de deux lignes droijces. Lorfque le premier membre P de 
réquation , c*eft-à-dire ; y* H- / Jcy -+- w ** , eft réfolubU 
en deux faâieurs égaux , îl en réfulte^ne parabole comme 
Dous lavons déjà* dh ( iz.) & comme on le tro^ive aufli 
par notre méthode. Si les fadeurs de P font réels & inégaux» 
il en réfulte une hyperbole ;• or par notre méthode on trouv^ 
la même chofe. Enfin fî les fadbcurs de P font imaginaires \ 
eu faifant x = •• , Téquation ne fournit aucune a/ynap^^ 
toce polfible -y donc il n*y' a que trois cfpecçs de lignes dti 
fécond ordre , la Parabole , XHyperàole & VEUipj€\ en y 
con^prenant le Cercle , qui n ef^ qu'une Ellipfe donc les 
«tes* font égaut, " . ' 

^9* Venons maintenant aux lignes du troifîeme ordre. 
L^équatioii générale des ..lignes de cet ordre cft ay^ •+. 
(^y.-+-c) y^-^- dx\y -^fxy^ ^y^hx} -^ 
Ix*- ^- m X -f- « = o. Le premier membre P , c'eft-à- 
4irç , ay"^ -+- hy"^ x-^dfc^y -f- hx^ étant de dimenfion 

* ] I I B I I I I L ■ I ■■ «■ ■ M ■ I I ■ 

* Si «* , par exemple , manque dans Téquation , oii 
ibpfo^U te coefficient «» = o , & ainfi des autres termes* 
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impaire , a un fadeur réel ou trois *. Il y a c]uatre cas s 4ans 
le premier P a un fadeur réel; û. les crois fadeurs font réels 
& inégaux » c'efl le. fécond cas. Si deux de ces fadeurs font 
i^gaux , on à le troidéme cas s & le quatrième , lôrlqu^ 
les trois fadeurs (ont réels Se égaux. Nous nexaminoos 
pas le cas dans lequel P feroit ï= o , parce que dans ce 
cas lëquation devicndroit du fécond degré & la courbe 
feroit feulement du fécond ordre. Parce que dans chaoue 
cas il fufiit de faire le calcul pour un feul fadeur, loic 
ce fadeur A ^ — Bjt qai donne. une. afyihptote lô^lignr : 
en eiFct faifant A y — Bx =0 , J*on a A y = B* , d'où 
1 on tire B: A : : x : y ; donc l'afyn^ptote fera avec la 
ligne des abCci/Tes . un angle dont le coiinus se B , le 

finûs = A , & par conféqueut la tàrigciite = -^ ^ . Si oh 

apporte la courbe à cette ligne en faiiaat les abfcilTessd 
fc ics ordonnées perpendiculaites r=^ m , on trouvera, une 
équation dp cette forme aâ u^ktu^r-Ç^ eu* -+rdi^ -^^ 

; Le premier membre P de cette équation ai^ u #-^ bi.i^ 
r^ cu^ jl.uo fadeur réel u. Suppofons qu'il n'en ait pas 
Vautre , çç .qui .arrive fi. après avoir divifc P par « fc 
^liotient At\ -f- * / jtt -4- c tt^ , a'eft pa^ réfoiuWe es facr 

teùrs réels, bu fi /* -j tu-\ a* neff pas réfo^ 

- • . • c ' 'h^ ' '■•>' 

Juble en fadeurs téels , ou fi — -*- — 5 cil une quan- , 
'J * ' . 4« . 

titépofitfvc, ou Ç\ ^*<^ 4tf tf. Si dans P^Oûfuppofè^ = •« *. 
Féquation fubfiftc entre les metabriîs P & Q ^ devient 
'dans cette fuppofition , at^u -f-Vi* =s=©, àoii iW-feirc 

( en tranfpofant & diyifant par a /^) u =*r^— W*^t.» ^ 

faifant raa <t^. L*cquatîoB: « =55 jt* dcfignc one aCyxvsp- 

tore droite. Poiiten connoître refpçce.gnfcra w^£r==?*^^ 

* Confidérant cette quantité comme uho* équation du 
troificmc degré y dont j cft Finconnitc ,-îf-^ft-vihble-q» elle 



doit avoir un« oj* trois racines i écllej? ^ & par ^ypnfjjfq^cnc 
un ou trois fadeurs réels ; cç qui a hçu A^ fil^nic en 



ccnfîdérant x comme rincpnhue. 
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on w^y^a^ 8c fubftltuant cette râleur âc u *. où trou- 
vera par la inétho& ci-deiGis une équation de cette forme 

y ■= — , ou de celle-ci y ■» -^ , félon qu6 le coefficient de 

t ne fera pas, après la. fubftitution ,égal â o, ou fera »î o. 
Donc la première efpece des lignes du troijieme ordre a 

une afymptote droite de V efpece u^bss-E., 

La féconde efpece à une afymptote de t efpece » «mi ^ . 

On a changé y en xf , ce qui eft permis. 

Second cas. Si P a trois fadeurs réels & inégaux , 
chacun de ces Ëiâeurs fournira donc aufC deux asymp- 
totes, Tune de Telpece ««=« — ,rautre de Telpece «»=>—• 

Ce cas produit quatre efpeces de lignes du troifieme ordre , 
qui ont trois alymptotes droites inclinées lune â l'autre» 
ces efpeces font : 

La troifiéme efpece à trois afymptotes de t efpece u «m— • 

La quatrième efpece a deux afymptotes de V efpece u^^ss-^ 

<• une de C efpece u ^^s»^* 
'^ t^ 

La cinquième efpece à une afymptote de t efpece a «■ ^ 

p 
o» deux de ? efpece ««¥=»—• 

La fixieme efpeee a trois afymptotes de t efpece «■■■ •^» 

En examinant fi toutes ces efoeces (ont poflibles , l'on 
trouvera que la cinquième ne 1 eft pas , parce que parmi 
trois afymptotes , deux ne peuvent point être de l'eipece 

<< "» -^ , (ans que la troifiéme le foît de mèoie ; de forte 

que la fixieme efpece doit être mife à la place de la cin- 

* n eft aifé de voir qu'à l'iniSn^ y doit être regardé comme 
ùfiniment petit* ^ ** 
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quieme. Pour fiuie cet examen, on pouria Ce fervir de 
iéquaciony. (Ay — Bx) • (cy — dx) + ^^y^i^fy^ 
+ gx -+- hy -f-i = o*, dont le premier membre con- 
tient trois (àâreurs réels. Si l'on transforme cette équation 
en fubûicuant les valeurs ic x êc y trouvées ci-deiïus lz6} , 
& fàlfant ^(^a- + if^ )^=^ i f ce qu'on peut toujours faire , 
on verra que le Ëiâeur y peut fournir une afymptote de 

Vtfytce u '^^ ^ ^ ic qu'il en eft de même de chacun des 

deux autres faûeurs^ que les trois (àâeurs peuvent fournie 

chacun une afymptote de Teipece tf abi-Ç , que deux peu« 

vent fournir une afymptote ^acun de i'efpece ^ a*» •£. , 

Tautre donnant une afymptote de Tefpece « »» <^ ., mais 

qu'il n'eft pas poiïible que deux donnent une afymptote 

de rcfpece a r=» ^ , fans que l'autre en donne une de la 

même efpece. Ainû Ul cinquîcmi cfpece a trois ûfymptotes de 

tcfpcce tf = —• 

PafTons au troifîeme cas. Si F a un fadeur double y * , 
ce qui arrive iorfque yx* ni xJ ne fe trouvent pas dans 
réquacion , tandis que y* jc & yî s'y trouvent , ou l'un 
ii&% deux feulement y dans ce cas F aura un autre fadeur 
de cette forme a y — bx qui donnera une afymptote de 

la forme « =■ ~ , ou de la forme « =» -^ • Le fodeiu: y* 

peut auffi donner une afymptote de l'efpeçe « * = /> ^ , 
de-Ià naiflènt deux efpeces de lignes du troifîeme ordre» 

La fixieme efpece a me afymptote de t efpece tt =« — fi» 

une afymptote de ttfpece u^ *^pt, 

* Cette équation , quoique ne contenant pas at* , peut 
néanmoins fervir à notre objet & elle cft ttès-écendue. Si on 
fubftitue les valeurs de y ft-de xent^uSc confbntes, la trans- 
formée contiendra t^ dégagé de u , & l'oiçiffion du terme 
atfeâié de x^ ne peut rien changer à nos çonciuiîons. 
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£4 fiptitmt tfptct s unt afymptott de isformt « s= -^ d> 

une afymptote fàlaboUque de tefpece u^ zszpu * 

Il peut arriver que le premier faveur donne une feult 

•rympcott de l'ordre m = ^ » ou de Toirdre 11 = -Ç , lt 

fad^eur double n'en donnant aucun. De-là nailFenc deux 
cfpeccs de lignes du troifieme ordre. 

La huitième efpece a une feule afymptote de la forme 

t 
La neuvième ^ptce a unt fiute afymptcte de U foimt 

Il feue fe faire autfi qa*on ne trouTo qu'une Bfyinpio» 
de refpcce tt st^ -^ « où de l'efpece « = — avec deux 

ifymptotes parallcks de TeCpect « s±= — , te qui fournie 
tncore deux efptûes de lignes^ 

La dixième efpece a une a/ymptote de tdfotihe uzssJL 

<• deux ûjymptotes parallèles de t efpece u s=s — • 

La onzième efpece a une afymptote de la forme u =: 
•Ç, & deux afymptotu parallèles de tefptct u := — • 

Outre une afymptote de l'efpece v = -^ , ou de l'ef- 

pecetfzr-Ç-on peut encore trouver une afymptote deTcfpe* 

ce a^ = Y 9 ce qui donne encore deux nouvelles clpeccs de 

lignes du troîfîeme ordre* 

* La douzième ejftce a une afymptott de la firme u s 

^ , & une de l'efpece i** =r ^. 

La treizième efpece a une afymptote de refpect u C2 

-V- , & une de u forme 44* = -y* 
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Dans le quatrième cas enfin P a un fadeur triple , ôc 
l'équation peut avoir cette forme Ay^-^ b x* -+- <^y «— H 
^y^ — j— /a: -|- g y -|- m = o. Si ié membre Q fc trouve 
dans réquation , c*eft-à-dire , fî b n'eft pas = o , en fai- 
fant jc =: 00 y l'équation qui fubfifte entre P & Q donne 
y^ :=: p x^ y ce qui donne une nouvelle cfpece de lignes 
du troifîcme ordre. 

La quaioriicmè efpe€€ a une ajymptou parabolique de la 
forme u^ z=zpt^. 

Si je* manque on aura Ay' — |— cy x H- '/y* H~/*"+^ 
g y "+" ^ = o (^)- Suppofons que c n*eft pas = o , 
dans ce cas l'équation H donne les deux fui vantes* hy'^ 
»-^dxy = © , dxy-^fxz^: o , en fuppofant a: = 00» 
La première donne y^ zz: p x ^ afymptote parabolique | 
la féconde donne y "zz d ^ afymptote redilisne. Faifant 
y — ûl zz: u i o\x y zn u -|- a^ , fubftituanc dans 
i*équation H cette valeur de y & changeant a: en / , oA 

trouvera une afymptote de l'efpece u =: ^» 

La quinzième efpece a une afymptote parabolique de tef* 

pece u^zzz pt ^ & une de la forme u zz -^ 

Il n'eft pas difficile de voir que Taxe de la parabole cft 
parallèle à Tafymptote droite. ' 

Si c= o j on a l'équation Ay^ -}- dy'^ -^fx-^gy 
^ m^=o y dans laquelle on ne peut pas fuppofcr /=^ o ; 
autrement on n'auroit aucune abfciffc , ni par conféqucnc 
aucune courbe. Faifanc je = 00 , il cft évident que y doit 
être infini , autrement l'équation ne pourroit pas fubiifterf 
donc réquation doit avoir lieu entre les termeç A^'^ SC 
fx , tous les autres s'évanouifTant 5 donc y"^ :=zpx y doii 
l'on tire la feizieme cfpece des lignçs du troifieme ordre. 

La feizieme efpece a une afymptote parabolique de Vef" 
pece u^ = pt. 

Nous laiirons le détail du Calcul aux Commcnçans qui 
pourront s'y exercer avec fruit. Pour leur faciliter ce tra- 
vail , nous allons expofcr les équations générales dont on 
peut tirer chaque efpece. 

Pour la première efpece. y (x^ — im x y — f- n^ y^ ) 
-|- a y- -+- b x -f- c y -f- d=::Q , en fuppofant m^ ^ n^ 
& que b n'eft pas ==0. 
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Pour Iji rfcconde cfpfrce, y (jc^ — i «:»y H- /i*^*) Hr 
^y^ -H cy -+- J == o : en fuppofanc «^ ^ /»*. 

Pour la trûifiemiC cfpccc» y {x-^-^my )*{x — ny ) -f- 
41 y% •!• ^x -H i:y •+• i/.= o, en fuppofanc que m n*cft 

pas =♦« ^ ni ^ = o , tùmb -+• c -4- r ==. c *• 

• ^ (*"• — ^/ 

im — ny 

Pour la quatrième cfpccc. y (jf — my ),(flf -^ /ly ) -f- 

<y* -H cy -f- </= G. Dans cette équation on ne doit pas 

. a"- 
avoir m = n , ni c -|^ -r = o. 

(OT — ny 

Pour la cinquième cfpecc, y{x — wy )* (* — «y ) -+• 

^^2 — ïL-*-*^ ^_- Q ^ n*dtanc pas = /?. 

(/fî — ny » r 

Pour la fixicmc cfpecc. y* (j: — /ny ) -f- a at* -|- ^ jc -f- 
<^y ""H d= o 'y pourvu que Ton n'ait pas a = o , ni 
^ m^ a*- — mh'^c==^6. 

Pour la fepticme cfpcce. y* (x — my) -f- tfx* -f- 
^ AT -4^ m ( im^ a* — h )y -+-</=:o , a n'étant pas =0. 

^oar la huitième efpccc. y* (*— -iBy) -f- h^ x -f^ 
cy — |— ^=2= 05 /î Ton n*a pas ^ = 0, ni c=: — m i\ 

Pour la neuvième cfpece. y^ (x — - my ) -f- h^ x ^-^ 
mh^y -j- <£ = o 5 fi ^ n'cft pas = o» 

Pour la dixij:m'e cfpece. y^ {x — my^--^ V' x-^-cy -+- 
1/ rii: o 5 <: n'étant pas =4« ^* , ni ^ = o. 

Pour la onzième efpece. y^ (* — '«y) — ^^^ -f- m ^^y 
-*-f-y=:0 5 pourvu que l'on n'ait pas^ = o* 

Pour la douzième efpece. y'^ {x — my) --f- cy -f*- d 
i=. o j c n'étant pas = o, ' 

Pour là treizième cfpecc. y^ (x — my) + ^ t= o. 

Pour la quatorzième efplécc. y^ -+- a x^ -H kxy -+- cy 
— (- d=: o 5 tf n'étant pas = q. . 

Pour la quinzième efpece. y ^-H ^ATy^c* H- </=oi 
h n'étant pas == b. 

I^our la feizïcme cfpcce. y^ •+- iïy-+- ^Je = o,en 
fuppofant que b n'eft pas zr o. 

M. Newton , dans l'cnumcration dés lignes du troifîcmc 
ordre , a fait attention à la figure .de la Courbe dans un 
efpacc fini 5 aufH a-t-il mulciplic confidérablemcnt Icsefpeccs 
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de ces Courbes '^. Nous avônS mieux aimé traiter cerce 
matière d*après le favaut Euler. Si lou veut connoitre les 
diiTcrentes figures de ces Courbes dans un efpace fini , îl 
fera bon d'appeller genre ee que nous avons appelle efpece, 
(n nommant efpcces les variations notables qui peuvcnc 
arriver à ces Courbes dans un efpace fini. On peut vo*ir 
maintenant comment on doit s'y prendre pour avoir k$ 
genres des Courbes du quatrième » cinquième , 5cc. ordrd. 
la matière eft vaftc , mais elle eft plus curieufe qu^utile. 

Seconde méthode pour trouver les ajymptotes 
des Courbes. 

40. Cette méthqcle eft fondée fur la nature cïu 
quarré algébrique , dont nous parlerons bientôt. 

Problème. Etant données deux quantités de la 
forme a x"^ , by^ quoti fuppofe du même ordre rti ^ 
trouver une autre quantité ex'* y^ quifoit du minie 
ordre que les premières & qui ait un expofant p. 
Supposons y œz-cx" , ou ^ === x" : car le coefti*- 
cient conftant c ne peut changer l*ordte de x , 
auquel on fait ici feulement attention y donc j' = 
x''' 8c by' == ^ AT**' ; donc ax"^ eft du même ordre 
que b AT"' ; donc ntz:z.m. Car les coefEciens çonf- 
tans & finis ^ & ^ ne changent point l'ordre de 
ces quantités \ donc pour qu une quantité foit da 
même ordre que l'autre , il faut qu'une èi&% varia- 
bles foit telle que fa valeur étant exprimée par 
une puifTance de lautjre variable & fubftituée à k 
place de cette variable , il en réfulte la même va- 
riable avec le même expofant. Suppofons mainte- 
nant a AT* 1= dby^ , ou y = -- ;r'*=s ^'x*"; donc 
* ' ' ' '■ I ■ I ■ ■ , ■ i^ 

* M. Ncvton auroit pu , eo futvknt fa méthode, trou- 
ver un plus grand nombre d'efpeces qivil n'a fait. 
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y ^:::gx*'Sc y^ ^ ^ ^ '• Subftlcuant cette valeur 

hip . 

de y^ dans c x"yf , on " a ^ :r ' =± c x^jy''; ot 
cette quantité eft fiippofée du même ordre que 

isrA:^;.donc m =«H ^. Multipliant tout par c 

Se tranfpofant , il vient mpt=.mî^nù^ d'oà 

Von tire ( en divifant p2itm)ps=:c -. Si /2 =; 

i , r = iô,./« = 5 , f ferart 10-^4 =i t^, &: 
Ton aura ^x-" , by' ^ c xyp , ou ax^ , ^jj^'/* , 
i:x^y^ du même ordre. En effet, de l'équation 

yÊ ^ g9 X* /oh tire ^* sn at^ ( en négligeant les 
coefficient confiants ) , ou j^ == .v. Subftituant 
cette .valeur' de y' l'on ^ ax^ ^ b x^ ^ c x''^ quan- 
tités du même ordre. En général pourvu cjue l'tsxpo- 

fant p à^ y foit p ^ '^ — j la troifieme quan- 
tité fera du même ordfe que les deux premières. 

CoROLtAmE L Si fur 'iî A t= f72 , oh élevé la 
perpendiculaire ûc t=: r (fîg* 18.), prenant ad^sz 
jp titn^ np :±: fd t^ p"^ les triangles c ab y cpf 
femblables à caufe des parallelesj^/^ ab ^ don- 
neront ab : acll fp ipc y ow m : t \\ n : p c =s 

' — : donc <zp i=zpzz ac ^ cp eù:=: t-^ — : donc 
m ' * m ' 

fi dans la quantité cx^'y^' zx: c x'^^y'P * ^ on mec 



* Quoique àd 8c ap foicnt dés lignes, nous les regar- 
dons commères ezpolàots , parce que rien n'empêche de 
tepréfencer des nombres par des ligues* 

Toàic II. M 
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t^ _^ aa lieu de p elle fera du même ordre que 
tn 

les quantités ax""^^ by\ 

Corollaire II. Puifque le point /eft détermine 
par cx^fy"^ qu'on fuppofe du même ordre que 
tf ;v**, hy''^ le point g fera attflî déterminé par 
j^mhyai g,^ fuppofant cette quantité^ du même 
ordre que les précédentes j or la pofîtion de la 
droite bc ne dépend que des poijjts g 6c f} donc 
tous les points fitués fur ^ c détermineront des 
quantités du même ordre. 

Remarqua. Si m étoit négative , on prendroit 
le point b fur le prolongement <i B de cette ligne. 
Se & t étoic négatif on preiKlroit le poiac c fus 

élCy &C. 

4U Paflbns maintenant à la conftruâion du quatre 
algébrique ou analytique. Divifez en parties égales 
les côtés d'un quarré (fig. 1 9) , & tirant par les points 
de divifion les lignes que repréfente la figure, écrirez 
à la marge les différentes puiflànces-d^ x 8ty comme 
vous le voyez * , & vdus aurez une figure que nous 
appellerons quarré algébrique ou bien quarré ana-^ 
ly tique. Cela fait , chaque quantité cx^ y^ fera déter- 
minée par la rencontre des lignes , dont l'une va 
de x^ ntué à la partie fiipérieure du quarré i x^^ 
fitué à la partie inférieure , l'autre ligne étant ter- 
minée aux deux côtés du quarré en jy' & aiiiiî des 
autres. C'eft pourquoi on pourra placer dans le 



* On peut pour cela fo fervir d*unc tablette è^ bois 
peinte en noir, en écrivant à la marge avec un poin^cn 
les X & les y avec leurs expofans. On pourra fe fervir dç 
blanc d*E£pagnc pour écrire ce qu'on veut effacer , ou bi'ca 
marquer avec des épingles la pouiion des points. 



Digitized 



by Google 



• CôVkBÊS AlgÉBRI QUES, X79 

^■- ■■-.-- . L ■ I - - .--it - ' •-:■ -■ - - - , . ^ 

quarté aIgébTix|ue tous. Iti termôS d'Urrô équatioil 
qui ne palïtrâ pas h fitleîtle degré ^ en le fou- 
venant de placer le ternie conftant au point décer* 
lîiîné pat x^ y^ *i Si I*équatioil étoit d*un degré 
plus élevé , Pon augmenreroit It quatre , afin de 
pouvoit "phkotx^^ x^^dcc. y\ y^, &c. Si Icqua* 

tien côntenoic x"^ j' y patcé que |/â «» K4I 
à-peu- près , on placeroit ce terme au concours des 
deuxpiiralleleç, dohclVne paflTeroitpar le milieu d# 
la divifioa qui fépare x\ & x^ ^ &4auti« par la 
ligne quiyàdej^^ iy'^ mais un peu plus près d^ 
y^ que dey* , patce que 1.41 ^ft un^eu plus petit 
que I -fï* Au refte une petite erreur n eft pas ici de 
conréquence. i?our placer cy > on fera attention que 
cy = cx^y * . De même pour placer ^:v , par exemple , 
on tëniarquef^a que b x t^ = by^ x\\\ eft vifible 
^tt^eh fappîjfafît x-s^ ^ ,^& 1 oh prétid x^' , pat 
fexëhiplè , tous les tetmes du rang horizontal fi tués 
à là. gauch» dt st^ difpar<3*trpitt j rtiaii» itu co.ntraîrè 
tous ceui de la drciite s'évanouiront > fî a: eft = ^ • De 
Irhètne faifant y = 06 & prenant y^ , par exemple , 
tous les termes y^ ^y" ; &c. fitués au-déffôLts dif- 
paroîtrcipt ^ ait oonicraîte tous les termes fitués 
aii-aeffus de j^^ doivent s'évanouit, en fappbfànc 

41. PnoBLiME* Etant donnée une cquation entre 
« fr y\y trauvtr ia valeur d'une des incQnnuex en 
fuppofattt Vautre infinie 9u infiniment peuc8i.'Soiz 
i^éqoatitwl , hn ' 

as!'- ^^ r^ cxy^ -^ fi(^ jf^ -4^ ky^ ■+- my J+- ^5û:o^ 

-+-, Xa*^^^ •^px'^y 

m * ' I ■ ' ■ ■ I ■ ■ ^ " i fc ' ■■ ■ ■ ' ' ': ' " 

^ Il s*agit.ici des équacions à deux inconnues. 

M 1 
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£n rappliquant fur le quarré algébrique , Tordre 
des points fera celui qu'on voit dans la figure , Se 
joignant tous les points extérieurs par des lignes, 
on aura un polygone dont le périmètre eft concave 
vers rintérieur, Suppofant maintenant at =: ©• , on 
prendra la partie du périmètre dont la concavité 
eft tournée vers la gauche > l'autre partie diijpa- 
roiffint dans ce cas , & l'on aura l'équation — bx^y^ 
+ hx^ y^ '-Ix'^y^ -^px^y-^- q^=zo^ qui contient 
cinq valeurs de ^ , & par conféquent autant que 
là propbfée. Pour les trouver nous partagerons 
l'équation en d'autres plus fimples , indiquées par 
les côtés du périmètre de la figure. 

l.-^bx^y^ -{-hx^y^ = o , ou by^-^hx = o , en 

changeant les fignes & 
divifant par x^ y^, 

IL h x^y ^^Ix^y^-^p x^y = o , ou en divifant par x^y^ 

hx^ y'^ ^l xy ^ p zzo. 

III. —/y x^y + ^ =r o , ou en changeant les fignes 

px^y — q = o. 

De la première équation on tite j = i: k ~, 

de la féconde y = -=-^ r~^ • La troi- 

. *** 

fieme donne la cinquième racine y = -^7. 

Si Ton fuppofe x infiniment petit , on {Hrendra 
la pattie du périmètre qui eft concave du coté de 
la droite , & l'on aura 1 équation ax^y\''^ cxy^ 
+^>^ + ^y + î = ^« Pour trouver les cinq va- 
leurs de y que contient l'éauation , on la partagera 
en ces trois uutres indiquées par les côtés du péri- 
mètre. 
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I. a x^y^ — cxy^ = o , ou en divifant par xy^ ^ 

a xy -r- c=: o , d*où fon 

tire y =z — . 

D. '^cxy^ ^ ky^ zzOy ou— CAry*+X:=zoj donc 

kzKcxy\ &y^= — î 

donc y = + y — , 
•^ — ^ ex 

m. ky^ + m y + qz=ao y dont les racines fonf 

y __. . 

Suppofenty = 00 , la partie du périmètre, dont 
la concavité , à commencer par la droite , regarde 
le côté inférieur du quarré , déterminera Tequa- 
tion h x^y^'^bx^y^+ a ;c*y ^— c xy^+ky^=9^ 
Les quatre valeurs de x que contient cette équation, 
de même que la propofée , fe détermineront par les 
équations fuivantes , indiquées par les cotés du 
périmètre* 

L hx^y^ ^ i x^y^ = o , d'où Ion tire x = -^. 
U.— A jf ^y ^ + tf Ar*y ^ = o , d'où l'on tire AT = ^jr® = ~. 

m. tf X* v' — cjf y^ = o , d où l'on tire x = — z= -i-, 

y ^ ^ ay a. 

IV.— C xy^+ yt y*= o, ou C xy*— >t = o a ou JC = -i— 

Il eft facile de voir que ces racines vont en 
4écroiflrant de la première à la dernière. 

Si l'on fuppofe y infiniment petit , la paftie du 
périmètre qui eft concave du côté fupcrieur da 
^quarré , en commençant par . la droite y donnci 

M 3 
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hx^y^ -^ Ix^ y^ — p x^y 4-9 = 0. Les côtcsî du 
périmètre font connoître les cqitatîons fuivantes, 

I. h x'^y^ •— / x^y^ — p x^y = o. 

}\.^px^y -H ja=o- 

De la prfmieî:e on rite h o^^'y^ -- Ix.y -^pz^f^^ 

oq AT ;=: r^ . 

De la fécondé on tire pj^^y — ç == « , ou 

«■-,^.^.=±i/(ï). ; 

Cette méthode réfulte de ta nature des équations, 
ÇncfFetfoitFcquatbnx^— ûar*+û*Ar — a^irazo» 

— c -+- *c 
dont tes racines font a^ è^c. 

Si l'on fuppofe <? infini par rapport i i Se à 
infini pat rapport à c ^ Ton a 1 cquatioii x^-^ax^ + 
41 bx — abe = o y d/où en joignant chaqiie terme 
avec celui qui le fuit , on forme ces équations plus 
fimples x^ — a ^* = a , ou ^ — il = o , on x=:a. 
En fécond lieu ^ax^ + abxzzOy d'où Ton rire 
;r -*• ^ = o , ou JT :;? ^ ; en troifieme lieu ïon a 
ab X — abct=Q, oax — c = o , ou at =s c* 
. Rd^ARQUB L On peut donc par le moyeit du 

3uarré algébrique trouver facilement les racines 
'une équation ^ de^:^ variables x Se y y doj^s la 
fi^pofition d'une de ces variables infiniment grande 
ou infiniment pçtite. 

REMARQUE II. Les racines de Féquation 
déduite dflns la i^pofirioa de Tune des y^i^bles 
infinies , ^ne peuvent^ di^ér^r des racines de I^ 
JIHicme^ 4^ nation non réduite ^ que d*UBe quantité 
^Manouîflant» »aç rapjx>F^à ces mèrajes i;%cines j 
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ré^uation non réduite , donnant^ = ^ + B , on 
doit conclure que B difparoît devant a. Il eft évident 

2ae fi iz eft imaginaire , la racine^ le feraauilî : mais 
^ eft une quantité réelle & B imaginaire , la ra- 
cine fera de même imaginaire. On ne peut donc pas 
favoir par l'équation réduite fi la racine trouvée eft 
imagitiaire. Si B eft une quantité imaginaire , on 
pourra toujours la réduire à la forme c -f rf l/^ 
( ainfi que le favent les Géomètres ). De plus 
Tcquation , outre la racine a + c + d\/~i ^ en 
aura une autre = ^ -4- ^ — d^/ (— i) , d Sec étant 
extrêmement petits par rapport i a i donc dans . 
le cas de B imaginaire , l'on aura j = a -+- c -+- 
d |/ ZTï &cy ^ ^-+- c -— d |/Zri i donc l'équation 
réduite contiendra y — ^5=0,^ — ^2 = 0, c'eft- 
à-dire , fera divifible par (y -^ a)^. Si cela n'arrive 
pas 3 la racine ne peut être ima|inaiEe, Si cela arrive, 
pour favoir fi elle eft imaginaire lorfqu'on cherche 
la valeur de j^ dans le cas de a: = 00 , fuppofons 
que l'équation tranfportée fur le qiurré analytique 
& réduite par la méthode ci-delliis , fournifTe celle^ 
ci (y — a )* = o , on prendra dans l'équation non 
réduire les quantités de Tordre immédiatement infé- 
;:ieur à celui de l'équation qui a donné {y--ay = o : 
ainfi fi le côté adàw périmètre ( nous appellerons 
ce côté une directrice ) a donné une équation de 
cette forme ax^y^ ^ bx^y^ = o , on prendra 
dans l'équation non réduite la quantité x^ y^ qui 
appartient à l'ordre immédiatement inférieur à celui 

3ue donne la directrice ad , & tirant' par x^y^ la 
ireArice pq parallèle i da par le point le plus 
proche de la directrice à d ^ tn forte qu'aucun des 
termes contenus dans l'équation ne tombe entre 
Us parallèles <idScp^ , tous les termes fitués fur 

M 4 
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f q feront d*un ordre immédiatement inférieur ,à 
ceux de la direftrice ad'*'. Ajoutant les nouveaux 
termes à ceux de la diredrice ad j Ton verra s'il 
en réfulte encore une équation de la forme [y-^g)^ 
= o , en faifant a-f- c =^g^ 8c c étant la quantité 
qu'ont donné ces nouveaux termes. Si cela arrive 
on cherchera une nouvelle dire6trice qui contienne 
les termes de Tordre immédiatement inférieur à 
ceux de la directrice p q j on ajoutera ces nou- 
veaux termes , & ainfi de fuite jufqu a ce qu'on 
ait épuifé toute l'équation , ou qu'on ait ceffé de 
trouver une équation de la fort^ie dont nous venons 
de parler, 

43. Problème. Etant donnée une équation de cette 
forme : <2Ar*j/» + ^at"»-^* j^'-^P i- cat'^+^'j»-*-*? + 
&c. n o , dans laquelle les expofants ies deux va- 
riables font en progreffton géométrique croiffante ou 
décroisante j les coefficiens a ^ b j^ &c. étant réels ^ 
ou o j ori demande de trouver la valeur de y pour 
une valeur de x donnée. On peut toujours ordonner 
l'équation de telle forte que les expofants de y 
aillent en décroifTant. Il fumt , fi cela eft néceflaire, 
de'renverfer l'équation , en prenant le dernier terme 
pour le premier , le pénultième pour le fécond , &c. 
Cela poié , fuppofons que /z, n-^ p ^ /2+ ip^ &c. 
eft une progrelnon 'arithmétique décroiflànte} c'eft- 



* C'cft-à-dirc , qu'il n'y aura aucun ordre intermédiaire 
entïc Tordre de la diredrioc ad èc celui de ta dircdrice 
pq^ quoique d'ailleurs les ordres de ces dircâriccs. puiffcnt 
être éloignés Tun de Taucre. Si Tordre de la dircâirice a 4 
cft le diiciemc, & celui de la directrice ;?^ le fcptieme 
ordre : il n'y aura dans Téiquation, aucun terme d'aij ordtQ 
ioccriQédiairc cmrc le fcptieme ^ le diziçmc^ 



Digitized 



by Google 



Courbes Algébriques. 185 

' ) 

jUdire , fuppofons que/7 eft négatif y divifez réquacion 

'^ pârx**^*» , ce faâcur conrient une racine^ = o. On 

^^aura iz -H £ x^yf -+- cx^'y^^ -+-* &c. = o. Fai- 

fons x^yf = \j fubftiçuant cette valeur de x'yf ^ 

il vient a-4-A:f-+-cç*-+- d\^ -+- &c. = o. 

Cherchez les valeurs de \ , c'eft-à-dire, les racines 

de cette équation , àc cela par approximation fi l'on 

ne peut les avoir autrement , & \ fera fuppoft 

connu. Mais l'on a x^y^ = î i donc ^'=: — , ou 

yz=.yJL:^ donc on aura les valeurs de y , puif- 

^u'oA connoît \ ic que x eft donné par fuppofition. 

CoROLiAiRi. Si Ton fait |/ 1 = « & = j, 

' _ 7 in! 
©n aura^ =r ^^— s=a ~ sz :^ x^ sss ax ^ quan- 

cité imaginaire fi iz eft imaginaire y on R a étant 

réel, q eft une fraÛion de cette forme - , n étant 

un nombre impair & x étant fuppofé négatif. 

Exemple. Soit l'équation ay^ -f- txy^ ^4- 
r x*y* -4- ^ a:' ac= o , on aura ;2e=i^,/? = — 1, 
/n = o , r = I . Divifant par y ^ = jt*»^" , il vient 

;(f^- », ou— = :[ , il en réfulte tf+i:{+c:j* + 

i/:f' = o; ce qu'on pouvoir tireiMB^rautre équation 
en faifant j^ =, i & x' = ;f , & qu'il eft bon de 
remarquer , parce qu'il en eft de même dans les 
autres cas. Suppofant maintenant ^ connu par le 
Kioyen de l'équation que nous venons de trouver ^ 
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nous aurons Stzzax^ =aJx'=5:îXj,en fup- 

pofant jr=9,&!(=r4«Ileft ûfé de voir que^Ians 
tf jd , la valent <le a peut n'erre pas la même que 
dans 1 équation ipropofee. 

44. Problème. Etant donnée une équation 
idgébrique entre x &y ^ trouver la valeur de y par 
une férié compofée de x & confiantes j & cela d'au^ 
tant plus exactement quon prendra un plus grand 
nombre de termes • Suppofons d'abord a: = ^. Ré- - 
duifant Téquacion dans cette fuppofîtion par le 
moyen du quatre algébrique , on trouvera les 
racines y , dont les valeurs auront la forme ax^^ 
a étant une quantité confiante quelconque, & ^ un 
«pofant quelconque. Prenant une de ces racines 
a x^ y fubftituez dans Téquatioii , Y -4- <2 ^* i 
la place de j ; réduifez de même l'équation qui 
en réfultera , dans la fuppoHtion de x := eo & 
cherchez les nouvelles racines Y. Si vous en trouvez 

Slufieurs , prenez celle qui eft du plus bas ordre, 
oit donc Y == B Jc*". Dans la dernière équation donc 
les variables font a- & Y , écrivez à la place de Y 
la quantité ^' -+- Y , ou plutôt y -+- Bx', vous 
fturez une nouvelle équation entre x & y\ Con- 
tinuez de même à fubftituer , en cherchant tou- 
jours la valeur du dernier y, y, &c. fubftituer 
lufqu'à ce que vous arriviez à une quantité imar- 
ginaire , ou qi^j^ férié foit finie , ou que^ vous 
ayez trouvé aiSn: de termes que vous Jugerez 
îiécefïaire pour votre objet , & vous aurez y -=» 
il a:^ •+- Y -4^y -4-y' &c. Les quantités Y/y ^ 
&c. feront toutes d'une forme qu'on pourra ex-* 
primer par B x'. Sd l'on fuppofe jc = —-, on ré- 
duira Tequation par le quatre analytique dans cette 
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]i%ème fuppofidon , le refte s'achèvera de mcme. 
£x£MPLfi L Soit réquaçion y'^ — xy' + axy 
*4- b x^ -+- a A* = o , on demande j' exprime par 
une férié d'autant plus convergente que x eft plus 
grand, Faifant x = a© , & appliquant l'équation 
au quarré algébrique , on la réduit à celle-ci y^ — 
xy^ H- * X* = o , d'où l'on tire par les direôrices 
y^ ^ xy'^ = o , --xy^ -H^ A ;c* =:: o. La première 
en divifant par y'^ & tranfpofant , doiane y ^ x \\% 
féconde donne y = -f V ( Aj:) Se y zz^y/ (*^)« 
chaque y promet une lerie- Pour la première oa 
%yz=ixzzax^i donc^ = Y -+* a *♦. Subftituanr 
cette valeur à la place de j' , ou povir moins d'em- 
barras , fubftituant ^ + ^ ^* f ou y + ** f au lieu 
de y dans Téquation donnée , il vient en réduifant 
^ taifant a -+- A = c > ii vient , di$-je , y^ -+- 
* xy"" -^x^y^axy^cx^-^ab^zzo (D) , 
qui dans la iuppofition de x s:? po devienc y^ -4- 
> ^^'^ -+- x^y -4- c ** =?: Q , dont les racines fonf 
contenues dans les équations ^^4- ^ ^y^ + ^*JK= o , 
x^y -+- c X* =. o , que donnent \t% direftrices. La 
première en divifant par y devient y'^^ ixy^-{^ 
jr* = o , ou (j^ -H ^ ) X (j^ -4^ ^ ) = o i donc 
y = — X , racine inutile , parce qu'elle détruit le 
premier terme x de la féne ; il faut donc cm* 
ployer l'autre équation x*^ -f- c x* = o , qui en 
tranfpofant & divifant par x* donne y =; -^ ^ , 
fécond terme de la férié. Pour avoir le troifieme 
on fubftîtuera ^ — c à la place de y dans IVqua- 
tion D que nous venons de traiter ^ & l'on aura 
^î_ jcj/* -^ric^y — C^msxo 
w^txy^^'^ ^cxy^iàx 
-+- x* y ^mm a € x 
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Cette équation crant appliquée au quarré algé- 
brique , fournir cette équation utile x^y -+- zc^x^ 
— a t: y saEK o ; donc divifant par x^ Se tranfpofant , 

v = , troifieme terme de la £érie Y=a 

af— (tf+*)— — -^ — - &c. en mettant 

^ X 

tf -f- * à la place de c. On peut de même trouver 
tant d'autres termes qu'on voudra. Mais il eft facile 
de voir que x étant fuppofé fort grand , le troifieme 
ternie eft fort petit par rapport au fécond , & celui- 
ci par rapport au premier , & qu'on peut négliger 
les termes qui fuivent le troifieme. 

La féconde racine de Téquation donnée a été 
trouvée ?= -4- |/ A jc , qui eft lé premier terme de 
la férié qui doit repréfenter la féconde racine y. 
Ecrivons dans la propôfée y ^^bx à la place 
de ^ & faifant pour abréger A = i dans l'cqua- 
tion donnée & dans \/b X y on aura l'équarion 
propôfée y^ — xy^ -+• a xy -+- x* •+• û = o , 

dan$ laquelle fubftituant y + at* au lieu de ^ & 

réduifant, Ton a^' '+ 3y^ ;c'' -+- 3y a: -f- ;c* -* 

y^ X — iyx'^ + axy + ax^ ^- iz =; o. Cette 
équation , mife fur le , quarré analytique , donne 

cette équation utile a?*— 2 jar* + a x* r= o , d'où 

Ton tire i— •ij + tf^o&j' =c - + ^ , ou en 

écrivant ^ à la place de i , y =: , fécond 

terme de la férié , &c. Si l'on fuppoTe le premier 
terme négatif, on aura k troifieme féric y =»-.— 

ybx+ — — . &c* 
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Si dans Téquation propofce on fuppofe jr = -—^ 
on trouvera l'équation y ^ 4- a A*=: o , qui n'a qu'une 

racine réelle j^ = •*• |/(a A* ) , les autres racines 

étant imaginaires; ainfi — v/(^^^) fera le pre- 
mier terme de la férié. On trouvera le fécond en 

écrivant dans Téquation propofée j -r- a* If^ àh place 
<le y , ce qui donnera une nouvelle équation , que 
f appellerai A. Appliquant l'équation A au quatre 
algébrique , on trouvera dans la fuppofirion de 

Jif = —• , les deux équations fuivantes }a*6^y -^ 

Cette dernière équation divifée par y deviendra 
du fécond degré & les racines qu'elle donnera feront 
finies , tandis que nous cherchons une racine infi- 
niment petite ; ainfi elle eft inutile. La première 

étant divifée par <z'A* donne 3 b^y-^b^ x — a^,x 
«= o } donc y = r^ > donc en s'en tenanc 

aux deux premiers termes,^ = -^û' i'4 ~- 

à-peu-près i caufe de x fort petit. 

Ex EMPLE IL Soit l'équation a;5 -|- x^y + ay^ 
•— 1 a^y -{• a} ^o ^ on demande une férié qui 
donne y d'autant plus exaâement que x eft pris 
plus petit. Appliquant cette équation au quatre 
algébrique , elle fe réduit , dans la fuppofition de 
* =i= ~ , à cette autre équation ay^ — i«*y + 
«^ = o , ou en diyifanr par ^ ,\y* — 1 û^ + a* 
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st: o , OU Cy •*— ^ )* = o ; donc elle a une racine 
double yz=iajys=.a;de forte que le premier 
terme des deux fériés qui doivent donner les va-« 
leurs de y eft a. Pour trouver les féconds termes 
de ces fériés , je fubftitue y -+- a dans Téquation 
propofée à la place dey , & j ai x^ + x'^y -j- ax* 
^ ay^ = , qui dans la fuppofition de x infini^ 
ment petit donne » en l'appliquant au quatre algé* 
brique , ay^ + ax^ zz o ^ oa y^ + x^ tac o ^ ou 

^ j^ 5= + |/-a*rjë ^ donc le fécond terme de chacune 
des férici eft imaginaire \ ainfi les fériés font elles- 
mêmes imaginaires & leur continuation eft inutile^ 
Remarqua. Si Ton trouve une équition de cette 
forme (y — ay = o , on aura autant de fériés que 
n contient d'unités , le premier terme de ces feries 
fera = û. Si n = i , û appaniendra à une feule 

• férié , dont le premier terme & les fuivants feront 
réels. Si /z =3 z , il peut fe faire que le fécond ou 
le troifieme , SCc. ferme des deux fériés foit ima-» 
ginaire ; il faut donc opérer jufqu'à ce que l'on 

f^atvienn^ au terme où les deux fériés fe léparenc 
'une de l'autre , alors on trouvera deux termes , 
un pour chaque férié y. qui feront tous les deux 
réels ou tous les deux imaginaires. Dans le premieig 
cas on peut être fur que les fériés font réelles. 
Mais fi les féiies doivent être les mêmes , les va- 
leurs de y étant les mêmes pour l'une & pour 
l'autre , il faudra continuer les léries jufqu*à la fin ,, 
afin d'être afiiiré qu'elles ne contiennent aucun 
terme imaginaire. Si /2 = 5 , le premier terme des 
trois fériés fera == a &c Ion continuera la férié 
jufqu à ce qu'on foit arrivé au terme où elle fe 
partage en trois , ce qui ne peut fe faire que par 
iextradion d'une racine cubique , qui donne ou 
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croU- racines réelles, ou deux imaginaires & une 

réelle ; donc au moins une des. crois fériés fera réelle. 

En géixéral il faut opérer jufqu'â ce que la férié 

fe fourche en un nombre n de fériés* Mais fi Is 

férié donc le premier terme eft donné par Téqua- 

rion {y — û)» = , ne fc fourche pas , c'eft une 

marque qu'il j a autant de fériés égales & aucaiic 

de valeurs de y égales > qu'il y a d'unités dans n. 

Remarque IL Puifque les fériés qu'on cherche 

font une fuite de termes d'autant plus petits qu'ik 

s'éloignent du premier ^ en forte que les ordres 

de ces termes font difiéreuts > du moins en fup- 

pofanc l'inconnue de la fuite infinie ou iniînimenc 

petite , il faudra rejetuer toxites les valeurs des racines 

qui donneroient un terme égal , plus grand ou du 

même ordre que les précédents. On doit rejetter 

juffi les racines qui donneroient ufl terme qui dé- 

mriroic quelqu'un des précédents* C'eft airifi que 

dans le premier ^item^l^ on a rejette -— x qui 

détruifoic le premier terme + jr. 

Paflbns maiittehant a la recherché des branches 
^finies & des afymptotes des courbes. Si l'on prend 
une partie p p àt l'abfcîflTe à p irifininïent petite 
(fig, 20) , nous- Pappe'llëTons dx ^ ic une partie 
m o de l'ordonnée , aufli infiniment petite , nou» 
rappellerons dy &îk)u$ ferons le fimis total = i. 

45. Théor. La tangente de V anale de la Courbt 
avec une parallèle à la ligne des abftijfes en un point 

d V 

quelconque tA ejt z=z — ^ ^ là tangente de range de 

' dx 

ht Courbe avec fon ordonnée efi — , d'autant plaè 

exactement que les pomi^ m & i feront plus proches 
fun de l'autre. En effet la portion mi de la Courbe 
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fe confond avec la portion correfpondance de la 
tangente M m , d'autant plus exaâement que pp 
eft plus petit * j or le triangle mio reftangle en a 
(à caufe de io parallèle i ap Se de mp per-. 
pendiculaire ftir Taxe pa : car on fuppofe Taiigle 
des coordonnées droit) , donne , en prenant i o pour 
rayon, dx = pp i dy ses o m H i i tang. m ia 

c= — ; donc I*. &c. Le même triangle donne dyz 

dx 
dx :: i : tang. imo -= j^» 

dy 
Corollaire. Donc fi -i eft = tf, on aura 

dx 
dxxdy \\ I : jé Si ^ = o , Tangle mio (ct^ = o , 
ç'eft-à-dire , que la Courbe eft alors parallèle i 
la ligne des abfciflès : ainfi les branches de l'hy- 
perbole vulgaire font cenfées à l'infini parallèles i 
leurs afymptotes. On fait aufii que la tangente qui 
paflè par l'extrémité du petit axe de l'EUipfe eft 
parallèle au grand axe. 

46. Problème. Etant donme f équation d^une 
Courbe y trouver pour chaque branche infinie de 
cette Courbe la valeur de y ou de x par une férié 
dont les termes aillent toujours en diminuante 
Pour les branches oui s'étendent à l'infini dans la 
direâion de l'axe des abfcifies , fuppofez x =z 09 
Se cherchez la férié que dom^e y dans cette fup- 
pofition. Pour les branches qui s'étendent à l'infini 

♦ Lorfqu'on ruppofe le point m infiniment proche da 
point i , 1 angle de la Courbe avec Tordonoée , ou avec Lr 
ligne i parallèle à l'axe des x , eft ccnfé le même que 
celui. que fait la tapgeuce avec Içs mêmes ligues. 

. - • . . dans 
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^- 

fdans la direâion de Taxe des ordonnées y changez 
dans réquation^ èh x Se réciproquement , & cher- 
chez eiiiuite la valeur de j comme pour le cas pré- 
cédent. 

CoROLLAiRE,La férié âînlî trouvée fetay=a Jif^-f-r* 
ix' + c x^ + &c. a , * i Cy &c. font des quantités 
conftantes & les expofants r, j, &c. doivent aller en 
diminuant , autrement la féric ne feroit pas conver* 
genre puifqu'onfuppofe Arau moins fort grand.Si l'on 
taie x=r 00 , la férié le réduit au premier terme & Pon 
ay = tfA;^ Maintenant fuppofons qu'on augmente y 
de la quantité infiniment petite dy^ & x de la quantité 
infiniment petite dx^ Ton aura ax*:=ia.(x + d xfziz 

a.xr^ arx^-^dx + f/> ""^ ' ■■■ y»— ^ {dx^+ôcc. 

8= tf a:' + <z r a:^"" ^ ^r , parce que les termes qui 
fuivent difparoiflCent devant le fécond , à caufe de 
dx infiniment petit ; donc notre équation devien- 
dra y -t- dy,s=z ax^ + afx^-^^dx^ ou dy s= 
nr x'' — ^ dxytïi effaçant les quantités égales jj^x»"; 
donc dx\dy \\ \ la rx"^ "" S ^^ qui f^it voir que 
fi r eft pofitif & plus grand que i , on aura dx i 

dy II i:«*&j^r=-^aBaoj c*eft-à-dire , que 

dans ce cas h, Courbiè a^ira une branche qui ï 

l*infini fera parallèle i Taxe des y. Si r eft 3= i , 

r— I fera:s=o & Ton aufa dx i dy \\ i i ax^ 

st=i a ; donc la dernière direâiibn de la branche 

cherchée ne fera ni Taxe des ordonnées ^ ni celui , 

des abfcilfés, ( dans ce dernier cas Ton auroic 

dy ... . , . 

y^ = o ) ^ mais une ligne qui partant du pointât 

fera un angle oblique avec la ligne des abfcidès. • 
Si ^ = I ^ cet angle fera de 45*^ : car la tangente 
Tome IL N *^' 
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égatif — /^ 

a X " i' = — 3 quancicé inâniment petite ^ donc dx : 

«^ 

dy :: x : ^i donc — • =s o ; donc la dernière 

direction de la Courbe fera parallèle à Taxe des x , 
ce qui a lieu auffi fi r eft un nombre négatif 
entier ou fradionnaire. 

Corollaire IL Soit dp lordonnéey de k 
Courbe m /? /z ( fig. ii ) , on trouvera la dernière 
direâion de la branche p n par Tcquation y == 
ax' -|- &c. Soit gd s=syv=s9a x^ , on décrira la 
branche gq par Téquation y z= ax', & là der- 
nière direction de cette Courbe fera la même que 
pour la Courbe p n ; de forte qu a Tinfini les deux 
Courbes deviendront parallèles l'une à l'autre. L'in- 
tervalle gp entre les deux Courbes fera fini , infi- 
niment grand ou infiniment petit, félon que bx^ + 
c x^ Sec. fera une quantité finie , infiniment grande 
ou infiniment petite. Si Ton prend deux termes 
de la (érie , qu'on fuppofe y" ss= ax^ -f- bx^ 8c 
qu'on décrive U Courbe r s 'de cett^ équation , la 
branche h s s'a:pprochera encore plus de la Courbe 
p'n j de forte que rsyfq feront les afymptotes 
curvilignes ûe la Courbe p n j en fuppofant qu'i 
l'infini p g Se ph font infiniment petits. 11 n'eft 
)às difficile de voir ce qui arriveroit en conftruifanc 
a Courbe de l'équation y'" zs::^ ax^+ bx' + ex*. 
Exemple I. Soie l'équation xy — ^ ^* =ï o. 

F^ifant « sa «t , L'on* a.y = ~ =x o ( car ici on 



E 



ào 



confidere Qc comme Une quantité infiniment petite) ^ 
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& la tétut eft compofée d'iïo feul tetne^ &ip]^ofanç 
;ci=— .00 j onaj = »^o, c'eft-à-dîre ^ que la 
Courbô j qm eft évicfemment une hyperbole , si 
deux branches infimes , Pune du côté des abfciflès 
pofitiye* , Paûtre d'à; cote dts négatives 5: Se parce 

cal- 
que la mètne cquatioa donne iv = — , il s'enfuu 

que la ÇcMirbe iat deux autres branches* mÊnie^ , 
dont la dernière direéHcm eft parallèle k Paxe.des 
ordonnées : ce font là les quatre bra?tchcs de Phyper* 
bofe rapportée à fes afymptcytes. . , 

Exemple IL Soit l'équation x^ »** x^y'^ ^ 
tf* = o. Faifant ^ = ad & appliquant cette équa- 
tion au quatre algébrique , elle fe réduit à x"^ -^ 
x^y^ = o* En fuppofant j = ào > elfe fe réduit 
à ces deux at^ *-^ ;\:^ j^ = o ^ — x^ y^ ^ a^ zzo ^ 
dont la première eft la même que celle que donne 
A; = 00^ L'équation x^ ^ x^y^ = o, donne j* =>c*^ 
y^-jf- X Scy 2ç — :v : ainfi4"^ &: *<^ ^ font les premiersf 
termes des deux fériés qui tepréfentent les'deuxj* 
Pour trouver le fécond çerme de lia première: férié y 
on fubftituera dans l'équation de la Courbe y +x 
à la place de j, Se y ^.x Ci Ton vewt avoir le 
fécond ternie de la féconde Xétie» D'ans le premief 
cas l'équation devient.-^ x^y^'>^ 1 x^y 4- a^ z=: o , 
qui par le moyen du qiiarré amalytiqùe fe iréduit 

i^r^ xx^y +, â^ rîss o , d*où l*ott tire^ = — j^ 

fecond terme de la première férié. En faifant x 

liégatif .5>û X y 2=-^ -y*^ i^ fecïond terme de. la 

féconde férié* Il eft inutile àe chercher d'autres 
terAies*, parce queceuxoi ibnt aflèz petits ; donc 
les deu£ fériés qui répondent aux deux y font 

N X - 
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a* a* 
;c+— r=J^&— -^ "^^yi la Courbe a doncî 

cleux afympcotes y i chacune defquelles répond une 
branche iniinie v foie du côté des x poiitifs y foie da 
côté des négatifs. La fuppofition de ^ = oo donne 
réquation x"^ — x^ y'^ = o èc x = ^ y. Subfti- 
tuant AT 3+7 j' à la place de x dans Téquatio» prcK 
pofée , on trouvera facilement que les branches 
de la Courbe s'étendent à Tinâni dans la direction 
de Taxe des ordonnées, comme dans la direâion de 
Taxe des abfcifles. Si Ton néglige le fécond terme 
des fériés ci-defliis parce qu'il eft infiniment petit, 
on aura y z= x y j= — at; donc les afymptotes 
reâ:ilignes forment à l'origine des x un angle 
de 45® avec la ligne des abfcifles y & ces afymp- 
totes font hyperboliques du genre — . L'équation 

00 

propofée étant du quatrième degré , cherchons le$ 
deux autres valeurs de x par l'équation — x^ y' -f^ 
a^ z=.Oy ou xy =:;±^y/a^ =lb^*> d'oùji:=H^ 

— = o -+- — . Il n'eft pas néceflaire de chercher 

y y 

d'autres termes , parce que — eft une quantité infi- 
niment petite J car j eft fuppofé infini; donc l'axe des 
ordonnées eft une afymptote à laquelle, du côté desy 
pofitifs & négatifs répondent deux branches infinies* 

Remarque I. Les fériés qui contiennent des 
quantités imaginaires , indiquent des branches 
imaginaires. 

RbmarqueII. Nous avons fuppofé Tangle 
des coordonnées droit /parce qu'il eft toujours 
poÛiblç de rapporter la Courbe à un axe tel que 
cet an^le foit droit. . . 
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Du retour des fuites. 

On appelle retour des fuites la méthode qu'on 
fuit lorfqu'après avoir trouvé dans une équation 
à deux inconnues la valeur de Tune des incon« 
nues 
dans 

on cherche la valeur de y par une fuite dont les 
termes contiennent les puiflànces de x. 

j^j. THÉORâME. iSi AT s=s û j^ + ^ J'^ + cy^ 

**- «>' -+- ^c- 9 on aura ^ = —• — — ^ .4^ 



X y par exemple , par une fuite qui contient 
fes termes les puiflànces de l'autre inconnue j. 



a a' 



(zB^ — ^e) X x^ Ud.tc — 5^3 — a ad) v** 

_- ^.__ __ ^ 

&c. À rinfini. Pour le faire voir , fuppofons y =s 
hx ^ ix^ ^ kx^ + /a:^ + &c. * on aura 
y^ wssi V x'^ + 2 h i x^ + ii x^ + &c. 

-î-ihkx^-^&cc. 
^3 = h^ x^ + jh^ ix^ + Sec. 

y^ z=s À^ x^ + Sec. 

Sec. = + &c. 

Subftimant ces valeurs de y j y* y Sec. dans la vai 
leur de ;c , on aura 

jcvssi ahx + a ix^ + a.* x' + al x^ + Sec 
+ A À* A* + ibhix^'^'bi^x'^ + Sec. 
+ thkkx'^ 
+ ch}x^ + ^ch^ix^ + Sec^ 
+ dk^x"^ + Sec. 
^ Sec. 
Afin que cette équation ait lieu , quelle que foit la 

m. ' ■ < ' ■'■ " ■■ Il ■ ■ ■' ■■ I >. 

* Cette fuppoflttc» cft permife , parce que les <:oeffi« 
ciénts A 9 I , &c. étant indéteriainés , pcav^nt être fup-i^ 
pofés tels que iiotre équation en léfulte. 

N i 
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valeur de x , il faut qu'on ait ^ = <z A at ** & que les 
coefficients des puifïances x*^ x^y &c. foient = 05 donc 
premièrement a; = û A ;•; , ou en divifant par ^ ^ 1 = 

.11 Â , & A s: -, En fécond lieu on aura aix^ -H 

i A* AT* = o j d'où, en diyifant par ax^ , fubftituant 

la valeur de A* & tranfpofaat, on tire i = — «^b En 

troifieme lieu Ton a ai: ^' ^-- z A A i x^ -f- c A' x^ 
c=3 Q , d'où Ton tire , en divifant par ax^ y ^=» 

» r-^> Çn lubftituant les valeurs 

de i & de A & réduifanc les deuxjtermes au même 
dénominateur. En quatrième feu on a l'cquacion 
û/-+- Ai*-+-zAAiH- 5cA-i-i-^A^=o, d*ou 
l'on tire (après avoir fubftitué les valeurs de h^hyi) 

l = — :; ; il -eft facile de voir tonv- 

ment Ion pourroit continuer. Donc fi x ^,ay + 

by^ ^- çy^ -+• dy^ -+- &c, on aura jy^ = - — --y 

i^h'' — ac)x^ (yabe — f^' — a^ i^x^ , 

&c. à l'infini. ..,,.' 

CoHOLLAiRE, Borfc étant donnée la fcrîo 

* X^ X^ X 

X— --— -f. •^ — — ^^ &c, == p y logarithme hyper- 

, ' ■'< ■ iiii ' II I .111 . 1 . I ■ t 

*♦ Car faifons le<«cfficicnt ^ A de a:= A > celui de a;* = B ^^ 
celui de *5 = C, celui de je* = D, &c. on aura * = 
A* -+- Bat* H- Ca?î -h D^+ &c. Divifani par at il 
vient I ce: A -f* B « H- C ;^^ -f- D «5 &c. Si on fuppofo 
^ = o , cette équation devient i === A 5 donc B :c -f^ 
C^^-f-D«5 &c. =o,ottB:t==— C«^ — Pi' — &c, 
eu divifant par x y B 5= -^ C « — D :!f* — ^ &c, iss: q^ 
en fappofanc x zs:;i o i donc B = o ^ en cootixmaac do 
mémQ QQ trouvera C s:^ q 4 D =» o , ^<:« 
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I ■ ■ Il I < 

bolique du nombre i + x (voy. les Seft. Con. n° 80)^ 
on* peut trouver ce nombre exprime par des puif- 
fances de* p & par des confiantes. Soie x =:: A^ 4. 
ip* + kp^ + ip^ + &c. faifant attention qu'ici 
^:;=i^A=:— i,c = -j, c/ = — '^,&c. onaAzr i.^ 
i = i, * =^ , / = 3^:j &c.; donc x = p^ 

— + ~ + — - &c. On voit aflèz la loi de là fuite 
X 1.5 ' x.3.4 

dont Us termes fuivants font , — î- &c; 

x.5.4.5' 1.5.4.5.6 

donc le nombre cherché fêta i+jec=i+/? + 
£- + i^ + -£ 1- —S — ccc. Si 1 on fuppofe 

» i.j 1.J.4 i.3»4-5 

/? s: I ^ on aura le nombre e y dont le logarithme 
hyperbolique eft = i . On aura donc €=1 + 7 + 74- 
âTj + rrp^ + &c* téduifant ces termes en frac- 
tion décmiale & faifant Taddition , on trouvera e laz 
^•7 1818 18 en fe bornant si 7 décimales. Ce nom- 
bre fe rencontre fbuvent dans les Calculs* 

Remarque L On peut exprimer uh nombre par 
fon logarithme de cette autre manière. Soit L (i -^x) 
=^p,l marque ici le logarithme hyperbolique , fi on 
multiplie p par i = l.t , c*eft-i-dire , par le logarithme 
hyperbolique i du nombre e , on aura /. (i + j: ) = 
jP« /• e } ot pUe =t /. ^ * j donc /• ( i + jt ) =:« 
I.ef &c pat conféquent les n0mbres auxquels ces 
logarithmes appartiennent font égaux y c'eft-à-dire , 
que I + * = e'; or nous venons de voir que i +JC 



* Parce que le logarithme ic 9 , quarré de ^ » eft le 
Jouble du logarithme de la racine 5 » le logarithme dd 
cube de ) efl le triple du logarithme de )• Et en général 
le logarithme de £>* efl =3 ^ /• e. Tout cela fuit de ce quo 
ÂQU$ avoû& die fur les logatithities dans Talgebre, 

N4 
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p^ P^ 
= I +P + ^ + -^ + &c- i donc e^ z=ii"\- p ^ 

^4" &c« puifque p tss L (i + x) = i.n , 

failant i +X5Œ/2, ona/2=: i+/. /z-j f- 

^ — L Sec. 

Remarque II. Pour trouver la racine ;c d'une 

férié (A) 3 a; •— — + 4 x^ &c. = ^t + ^3 +y» 

en puifTances de y & confiantes , je cherche le 
plus grand commun divifeur des expofants de j , 
pour cela je réduis t ? 7 > ^^n fraâ:ions de même 
dénominateur & j'ai | , | > t^ <loiit le plus grand 
commun divifeur eft | j je prends ^ pour la dif- 
férence des expofants de la férié cherchée ( ce 
qu'il faut toujours figure en pareil cas ) *, & je 

fuppofe cnfuite x sa ayl + iyé + c^6+ </^? -J» 
&c, } donc j'ai 

* 2= ay^-j-byé+cyë+dyê+Scc . . , 

J'égale enfuîte les termes qui contiennent la 
jmème puifTance de y y ce qui donne ay^z^yêy 
i'où l'on tire i sz a. En fécond lieu jai hylssA 
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o X j6, parce que le fécond membre de l'équation 
propofée ne contient aucun terme dans lequel fe 

trouve ylj donc A = o. Je trouve de niiême c = o, 
<f -*- — acs o. De cette dernière équation je tire 

^ 6= — = - à caufe de ^ = i j de forte que les 

termes de la férié qui doit donner x feront^? 

+ o + o + — * &c, = X. Si dans.le fécond mem- 
bre de l'équation A , il y avoit un terme conftant 
s= B , on auroit fuppofc ce terme = B j® , Se xsà 

By^ + B'yi + B"y^ + ay\ + * J*+ &c. en pre- 
nant toujours les expofants en progreflîon arithmé- 
tique , & faifant la différence de ces expofanti 
égale au plus grand divifeur commun des expo- 
fants qui ne font pas o. En général on prend pour 
premier terme celui où j' a le plus petit expofant. 
Ce que nous venons de dire a lieu foit que là 
férié qui contient x foit terminée ou non. 

Par exemple , fi* Ton demandoit la valeur de x 
dans réquation x^ +y^ — r^ — o , en j & con£^ 
tantes , on feroit x=ig+ hy^ + rj^ + &c. parce 
que n'y ayant point de termes dans l'équation où 
y Se X foiènt au premier degré , y ne doit pas ft 
trouver dans la ferie y j'aurai donc 

+ igîy^ Sec 

y; = ^ +y' 
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Suppofant le premier & le fécond membre égaux 
i o , & faifant = o tous les termes où y a le 
hième expofant , en fe fouvenant que ^ = g^y^y 
1* = r^y y on aura ^* = r^ 8c g=^r ; Ton aura 
en fécond lieu xghy* -4- ^* == p, ou xhg-^ 

i=:o,x^A = — 1, A = = .Déplus 

pn ^ àh + igï=zOi d*où, en fiibflituant les valeurs 

de^&de Ajontire i=:— — j , & ainfi de fuite i 

de forte qu*on aura xssx r -*- — . Sec. Si la 

nature du Problême permet de fuppofer ^ = j ^ 

par exemple > on aura .v = r — — -r &c. 

RsMARqtfE IIL Afin que ces forces de ferles 
ibienc utiles , il faut que Tinconnue qui fe trouve 
dans leurs termes foit aflfez petite pour que les férié* 
convergent. Si dans le dernier exempter eft > j' , la 
fcrie convergera. Mais fî r ctoit <y , dans ce cas on 
chercheroit une férié dont les termes fufïènt affec* 
tés des puiflancçs de r au numérateur , en faifant 
X rssi g .^ kr^ ^ ir^ Sec. En général les fériés 
feront d'autant plus utiles qu elles convergeront plus 
rapidement. Si les j: & les ^ fe trouvoient multi*- 
plîés Pun par Tautre , en forte qu*on eût y^^ x^ — ^ 
^^^y 'f' ïo xy r= o , dans ces fortes de cas oa 
p^urroit trouver les fériés, en appliquant l'éqwa- 
cion au quarré analytique , Se fuppofant une in-<» 
connue infiniment petite ( c*eft celle qui doit entrer 
dans la férié ), ainfi qu'on l*a vu cî-deflus. Mais fi 
^inconnue qui doit affeûer la férié étoit fuppolée 
fort grande , il faudroit , par le moyen du qilarré 
algébrique, chercher une férié dans laquelle Ie« 
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expofans de cette inconnue allalTent en diminuant, ce 
qui fe feroit enappliquant l'équation ( que nousfup 
pofons ne contenir qu'un nombre fini de termes ) au 
quatre aiialytiq^ue & regardant cette inconnue com-: 
me infiniie j mais il ift temps de revenir aux Courbes, 
Des diamètres &,du centre des Courbes, i 
4S. Toutes les Sections Coniques ont au moins un 
diamètre abfolu ( c'eft une. ligne perpendiculaire 
a (es ordonnées, & qui divif<$ la C6(i]1)e en 
parties égales ic fen^blaoles) :*L'Ellipre en a deux, 
mais le cercle çn a une infinité. Pour tçouver les 
Courbes qui font dans le même cas , fufi^ofons Tef* 
pacejdivifé en quatre parties pat les lignes <r.^,, F/ 
(fig. 2Z ) qui fc coupent perpendiculairement en c, 
§c que les co-ordonnées foieht perpendiculaires 
l!une à rautre. En prenant l^s je & les^pdfitifs, l'on 
aura la portion de la- Courbé fituée dans l'angle 
F c A ou dans la région^ q^ Suppofant x pofitif & y 
négatif i on aura la pomoa de la Courbe fituée 
dans la région r. Prenant y pofitif & ,x . négatif * 
on a la ppi^tion de la Courbe, de la région s , & 
enfin fuppofant les x négatifs auflî-bien que les^ , 
on a la portion de la Courbe fituée dans la région u 
Les portions fituées en q jK r feroiK égales & 
femblables , fi l'équatioiî e(î telle qu'elle reflLe la 
même en mettant — y k la pkce de y ; c'eft-à- 
dire , fi l'équation ne contient que des puiflances 
paires Aq y.. Mais le$ port;ons{ q6c r pourront être 
égîiles fans être femblables , fi l'angle de&co-ordon- 
nées eft oblique* Ce qiie riQu^ venons; je dire pour 
les portions q 8cr z egalemeniliea4^n$ le même 
cas pour les portions s & t qui répc^ndent aux x 
négatifs y donc toutes lesCourbesrrepréfinitée? par 
réquation ^^ -j-'iJ.ar^ç AT* -^^ 
•+-^^^ ^ ix^ y^ ^iy^ &c. == o Ibht dans cç 
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cas y <:'eft-à-dire , que ces Courbes ont un diamètre 
a b que nous appelions ahfolu^ parce que nous fup- 
pofons que l'angle des co-ordonnées FcP eft droit. 

Si réquacion de la Courbe eft celle qu'en chan- 
geant xtn — X icy tn -:— y , elle refte la mème> 
comme Téquation ossa-H^y'+c^^* x^-\^dx^y^ 
-{^ey^ '^fx^-\'gx^'+'hy^ &c. qui ne contient 
que des puiiTances paires de x & àey^ Ion aura tou* 
jours P M =î= P N , & prenant c/? = C P , on aura 
pm ^s=A pn'=i9M=ssPm; c'eft-à-dire , qu'en 
prenant des abfcilTes négatives égalée aux pofi- 
tives, les ordonnées po(triVes& négatites feront 
toujours égales ; il eft vifible aufS qu'en prenant 
F/ pour Taxe des abfciiTeS) on aura toujours Vm= 
VmyU nm=^ iz N = V M j donc en fuppofanc l 'angle 
des co-ordonnées droit ^^ leslignes ab ^ F/feront 
deux diamètres abfolus , &:'deux diamètres Hmples 
£ cet angle n'eft pas droit *. 

Corollaire. Donc il n'y a que les lignes d'un 
ordre pair, deuxième*, quatrième , fixieme , &c. 
ordre qui puilTent avoir deiix diamètres abfolus. 

49. Venons au centre des Courbes. Le 'Centre c 
d'une Courbe eft nn point (Itué fur le plan de la 
Courbe , auquel (î d*un point quelconque M de 
la Courbe on mené une ligne droite Me, en 

} prenant le prolongement <:;/ ==cM ,-le point n 
era fur la Courbe. De-U il fuit qu'en prenant c P =s 
cp , les ordonnées np , M P feront égaies , quel 
que foit l'angte à^s co ordonnées ; parce que les 
triangles M Pc j c«/> feront toujours femblables 
& égaux ; donc l'équation de la CouAç doit être 
telle qu'en changeant Jt en — - at &^ en -^-^ y , elle 

♦ Les diaiTietrcs , donj il ^'agit ici ^ font tels que fes.abfcifres 
it l'un font liv^ircles & ée^es âtti ordohilées correfpondaaces 

aei autres ••* '• -'-^ •^- » . ^^ ) 
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refte la même ; or toute équation de degré paii? 
ou impair , dans laquelle tous les termes de rang 
pair manquent , eft dans ce cas^ donc toute Courbe 
repréfentée par une telle équation aura un centre ; 
donc la Courbe de l'équation ay"^ -f- cyzn o a un 

centre : car fubftituant — j^ & — x ^\x lieu de 
*f- ^^ & + ^ l'on a — ay^ — ^y = o , qui n'eft 

---b x^ — dx ^ 
pas différente de la première. En effet foit ay^ -|- 
b x^ -t- r^-t-^^ = /?=o. Ton aura — a j' -*. 
bx^ — cy -— dxzz.^ p-zz o.jordece que+/7=:o, 
on déduit aifément — - ^ == o j donc , &c. 

5©. Problème, Etant donnée V équation d'une 
Courbe j en trouver le centre. Soit n Porigine , /zN 
l'axe des x Se mn^ l'angle de? coordonnées , en 
forte que les ordonnées foienr parallèles k nm. 
Dans l'équation de la Courbe fubftituez m + a: à la 
pl^ce à^ X CfC n +y au lieu de j'. Si donc on fup- 
pofe nu=:pc::^m^ôcpn=:cu=:=nj l'origine 
des abfciffès fera trânfportée en c , l'angle des coor- 
données reliant le même. On déterminera m 8c n 
par cette condition,. que tous les termes de rang 

Eair doivent s'évanouir dans l'équation. Si cela a 
eu , la Courbe a un centre. Mais dans le cas con- 
traire elle n en a aucun. 

Exemple!. Soit la Courbe de l'équation ay^-^ 
fl A AT + A a:^ = o.; Subftituant dans cette équation, 
m + ;i; à la place àe x y ôc n +y au lieu de^ ^ 
il vient ay^ + i a ny + a n^ s±pi o 
-f- bx^ +2.bmx^bm^ 

'^abx'^abm » 

fuppofant 1^/2 = p., i^/n — <iA=o,la Courbe 
aura un centre > car dans ce cas le^ fécond terme 



Digitized 



by Google 



toi CauRs DE Mathématiques* 



difpafQÎtca:. De Féquatîon lansio^oiA tire nzzo^ 

la féconde équation donne im :zi a ^ ou ot = ^^ 

Ces équations font voir que l'axe des abfciffès de 
la première équation a y.* -^ a b x + ix^ z=:o paflè 
par le centre de la Courbe & que fa diftance à 

l*origine des j: eft = -, Subftituant les valeurs de 

m Ôc n que nous venons de trouver, il vient ay^+ 
ix*^j6a^z=io, dans cette dernière équation Taxe 
des abfciflès palfe par le centre qui eft Torigine des x. 

Exemple II. Soie Péquation at j — a* = o, 
qui appartient à Thyperbole rapportée aux afymp^ 
cotes. L'origne des abfcifiès eft le centre de la 
Courbe : car cette équation ne change pas en fai- 
fant X ôcy négatifs, £t en général fi dans l'équa- 
tion AT»» j» — û» ■<-'»=: o, la fomme des expôfants 
m + n e&vin nombre pair , le centre des hyper- 
boles qui font ' repréfentces par cette équation , 
fera Torigine des abfciffes. 

Si Ton a AT^y — û^ = o , en fubftituant m + at à la 
place de Af & « -+- y au lieu de y , il vient 

x*y + imxy + m^y + m'^n = o 
+ nx^ ^ xmnx -^ a?. 
Pour que la Courbe ait un centre , fuppofbnj 
2m = o, nzzz o^ ne'n^ a} ^ Q '^ c'eft-à*dire ^ 
m = o , nzzz o & iz^ =: ô, ce qui donne x*y:izo ; 
or Ton ne peut fappofer ^^ = o j donc la Courbe 
de l'équation n'a point de centre. 

De même^ k parabole ordinaire , qu on peut 

repréfenter par l'éguation.^* — û: a: = o , n*a point 

de centre. En effet , par les fubftitutions l'on trouvç 

l'équation y^ -^ iny .^ /z^ = o , d'où 1 oii 

m^ ax ^-^am 
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tire n = o & tf =: o , ce qui ne peut être ; & en 
général les paraboles repréfentées par réquatioit 
générale ^-» — ^^ " * * .v = o manquent de centre 
avec plulieurs autres. Mais les paraboles repréfen- 
tées par réquation générale j'*"'*' * — <z*";c=:o, 
ont toutes un centre , ce qu'on voit facilement par 
réquation , qui eft telle qu'elle ne change pas en 
fubftituant — a? à la place de x & —y au lieu de y. 
Il n*eft pas difficile de voir que le centre de ce$ 
Courbes tombe fur lorigne des alifcifles. 

Des Tangentes & de la courbure des Courbes. 

^1. Une Tangente eft une ligne droite , quon 
peut regarder comme ayant deux points infiniment 
proches , communs avec la Courbe *. Soit la ligne 
courbe acp (fig. 13), dont Téquation entre les 
abfcjfTes a b[p) 8c les ordonnées bc (9) eft donnée , 
p ic q font déterminés pour chaque point c de la 
Courbe ; ainfi Ion doit les regarder comme conf- 
iants quand il s'agit de chercher la tangente au 
point c. Ayant tiré une autre ordonnée dp fort 
proche de ^ c & la ligne cf parallèle à l'axe des 
abfciffes , foit 3rf = cf=ix^ pf=zy. Subfti- 
tuant /? -+- X à la place de /? j & ? -H\y A la 

* Si Ton conçoit que la Tangente l' c ( fig. 1 5 ) fc meut 
parallèlement à elle-même en allant vers la Courbe, fi pe^ 
confidërable que foie fon mouvement , elle rencontrera 
la Courbe au moins en deux points , & de plus les points 
de rencontre feront d'abord extrêmement proches. C*eft 
dans ce fens qu*il faut entendre ce que nous venons de dire ; 
favoir que la Tangente a au moins deux points infiniment 
proches , communs avec la Courbe lorfqu'on veut que coê 
points foicnt réellement difFireuts Tua de l'autre. 
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place dey & de Téquation qui en rcfultera, retran- 
chez réquarion de la Courbe entre p Se q y il ref- 
iera l'équation entre x Ôcy qui ne contiendra aucun 
terme confiant & qui fera de cette forme a x -H 
iy -+- CAT* -+- dxy -H ey"^ -H &c. s=: o. Les 
coefficients font des fondions de confiantes ( on 
regarde p Scq comme confiants ) ; or il efl vifible 
que dans cette nouvelle équation c/efl la ligne, c l'o- 
rigine des abfciffes &c que les ordonnées (ontfp. Si 
on fuppofe X infiniment petit , pf = j^ le fera 
aufli , &c alors tous les termes qui fuivent les deux 
premiers difparoitront devant ceux-là \ ainfi l'équa- 
tion deviendra a jc -+- i j =» o , * équation, qui 
appartient à la ligne droite cp ^ pailant par le 

Î)oint c. Donc cette ligne fera tangente C\ p ic c 
^ ont infiniment proches. 

Ayant prolongé p c jufqu'à la rencontre de 
Taxe en g ^ les triangles femblables pcf ^ cb g 
donnent />/=j' : cfzn x II c b : b g ; or l'équa- 
tion aA: + ^j=:o, ouax=:— ^y, donne y : 
X :: a : "-^ b ; donc a : --^b :: c b : bg z:^ -^ 

, c'efl-à-dire , que la fous-tangente b g zz 

r efl = . Dès qu'on connaîtra le point g Se 



* Cette équation fera d autant plus cxa(^c que x 8c y 
feront plus petits 5 mais elle fera rigourcufe , fi x & y font 
infiniment petits ou inafiîgnablcs. En elFet , Terreur qucqueî- 
quun prctendtoit en réfuirer étant inaflîgnable (fi cependant 
on peut dire qu'il y a efFcdivement une erreur 5 car on peut 
faire voir parles principes duCalcul différentiel qu'il n'y en a 
aucune), doit être regardée comme nulle.Qui poorroicen effet 
diflingucr une erreur inaflignablc d'une erreur nulle, ou = o> 

le 
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le point c :> la Tangente c g fera déterminée. Il 
iumc donc de connoître k fous*tangente tg. 

52. Problême. Déterminer, la fous-tangente 
d'une Oourbe- algébrique quelconque. Dans Teqna- 
\i<èti de là Courbe tntre ies coordonnées p &c q ^ 
fubftituez /7 + X au lieu de f , ^ q + y au lieu 
de ^. De l'équation qui en réfultera rettanchea: 
l'équation entre p Se q y ordonnez ce qui reftera^ 
de forte que les quantités , dont l'expofant fera i , 
conftituent le premier terme j celles dont l'expofant 
iera 1 , le fécond terme , & ainfî de fuite. Egalez 
le premier terme à o , & de cette équation tirez 
le rapport entre y 6c x ^ qui eft tel que j t x H 

a : ^ b ; li fous- tangente ig fera r s= «~ - — — 

• a ' 

ExEMPtE 1. Soît la parabole ordinaire , donc 
l'équation eft c.pvats^^*. Faifant les fubftitu- 
tions , il vient cp ^ ex =:= q^ '^ tqy ^y^ y 
retranchant la première équation de la féconde ^ 
l'on ^ c X m= iqy -+- y^. Négligeant y^ > on a 
€ X zz 1 qy^ d'où l'on tire y i x il c : 1 q; donc 
xq =^h { parce que l'on aicics=a)&A^=: 
b q X g^ ,, t . ^ * 

^ = i = — ^ j or 1 équation c.p t= q* donne 

^tnp ; donc t= ip^ c*eft-à-dire , que la fous- 



* C^cft la tnèmc équation que nous avons trouvée dans les 
Serions Coniques , avec cette différence feulement que le 
paramètre que nous avons appelle /> eft ici =5= c , rabfciffc 
que nous avons faite =z x eft ici = /; , & l*ordonnéc que 
nous ayons nommée y , eft ici = q. 

Tome IL O 
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tangente de la parabole eft double de rahfciflè , 
ce que nous favons d'ailleurs* 

EXEMPLE IL Soit la ligne du troifieme ordre, 
dont l'équation eft xy^ «sss c* ^ -+• c^y. Changez 
dans cette équation x tnp Se y en ^ pour avoir 
pq^s= c^p + à q {U). Subftituant dans cette der- 
nière équation /? -|- x au lieu de pj q +y à, h 
place de 9 , de Téquation qui en réfultera retran- 
chez réquatioh D , rejettant tous les termes qui 
font au-deflTus du premier -degré » vous aurez 
( j^ — ^.) AT =î (c* — ipq)y.; donc y : x :: 

C d — 1 p tf * 

Revenons à Téquation générale par laquelle nou$ 
avons déterminé la Ibus-tangente , favoir ax -^ 
3 j' == o. Si a eft = o , y fera = o j donc la Tangente 
coïncidera avec c f éc fera parallèle à la ligne des 
abfciflès. Si A «= o , x fera =» o j donc la tan- 
gente fe confondra avec pf&c fera parallèle i Taxe 
des ordonnées. Toutes les fois que Tof donnée bç 
devient plus grande ou plus petite que les ordon- 
nées voiiines , fttuées â là droite & à la gauche 
du point r , il eft néceflaire que la Tangente de- 
vienne parallèle aux abfcides , dans le premier cas 
l'ordonnée eft appellée un maximum , & un mini- 
mum dans le fécond cas« Cela arrive en m tint*. 

^ Car puifqae les ordonnées de la droite & de la gauche 
du point m font plus petites ou plus grandes que 1 ordonnée 
qui répond au point m » la Courbe au point m ne s'approche 
ni ue s'éloigne de Taxe \ donc la Tangente au point m 
réunie deux points également éloignés de Taxe \ donc , &c* 
Si la Tangente /i N eft parallèle aux ordonnées ^ il peut Te 
faire que l'ordonnée /iN (qui dans ce cas devient tan- 
gente ) foit plus petite que fcs voifines , il peut fc faire 
aufli que l'ordonnée n N foit un maximum , comme la 
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Mais on ne peuc pas dire réciproquement que la 
Tangente étant patàjlele à la ligne des abfciQès ou 
à celle des ordonnées comme il arrive en N , il en 
refaite ùir maximum ôû un minimum pour Tordon- 
née» Cependant fi oâ fait d^ailleufs que la Courbe 
a ime ordonnée plus grande ou plus petite , pour la 
détermina on fera a se o » ou / s£=: o. Soit Téqua*- 
tion de la Courbe a c'^y sa tx^ ^çx^^ c^x qu'on 
fait avoir deux ordonnées plus grandes , lune-pofi^ 
tive , Tautre négative* Pour les trouver , j*écris p à 
la place de ;r, & ^ à la place dey Se j*ai i c*ç=s 
1^3-^ cp* — c* ^ (D)% Je iubftitue dans cette iqua*- 
tion p '^x M, lieu de p 8c ^ ^y à la place dé q% 
De l'équation qui en réfulte ^ retranchant Péqua- 
jtion D » }'ai en négl^ant les termes qui font au.*' 
deflîis du premier ^gn^ , i^*y 5=? (^/'*+ i <?/?-— c*) 
X X i ^infi çn comparant cette équation à Téqua** 
.tion général^ a;c + ^J' =! o# ou by s^*^ ax ^ 
J'ai ^ r? a c^ ^ quantité conftante qu'on ne peut pas 
fuppofer = o, J*at de plus 6p^Hr i f /? — c* = — a.^ 
>& hdiànt il r= o » il vieint 6^^ -4- i «^/^ ?•*- 1* = o , 

jou /* + ^ i2 - . Complettant le premier mem- 

II ■ ' I "" ■ ' ■' ■ " ■ " ■— " ■ ' ■■ " — " " " '■ 

£gutc le fait aStt voir. Mais de ce que la Tangcace m fi 
( fig. 1) , A) eft parallcle à^l'axe» il ne s'enfuit pas que 
lordonnée Toit un maximum ou un minimum , parce que la 
Courbe peut avoir un point de fltxion en «. On appelle 
point de flexion le point dans lequiàl une Courbe de concaVe 
devient convexe ou réciproquement; & il eft facile de voir 
que laTangente m n peut écre parallcle aux abfciircs, fans que 
les ordonnées voifines dp, Ut (oient à la fois plus grandes 
ou plus petites que M m ; donc dans ce cas Mm ae petK être 
un maximum ni un minimum. Si la Courbe fc flécbit en M 
(fig. ij ) ♦ <•« manière cjue fa tangente devienne patallclc 
à o N , l'ordonnée T M ne fera ni un maximum ni un minimum^ 

O a 
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ordonnées* qui répondent aux deux abfciflès défi- 
gnées par cette équation , 'font les deux maxima 
cherches *. Si Tune & l'autfe conftante ^ & * eft 
ss o^ on ne peut pas négliger les termes qui fuivent 
-iix + b x^ Mais cAi doit faire le terme fuivant 

V ^*-+. dxy, + ^y* = o , ou a:* + - ^^'+ -^ j'* 

=: , les racines de cette équation font imaginaires 
.fi dd<^j^cc, excepté le cas où a: & ^ feroient = o : 
<ar alors toute l'équation feroit divifible par a: = o, 
&y = o. Dans ce cas le point appartient véritable- 
ment i la Courbe , mais il en eft entièrement fé- 
-paré *. On Vzççelle point conjugué ^ St relative- 
ment à ce point il n'y a pas de Tangente : car une 
Tangente doit avoir au moins deux^oints infini- 
4nent proches commune avec la Courbe. 

Pour -fe former une idée nette de ces fortes 

de points , foit la Courbe défîgnée par y = b-h 

'l/{{b — x){c^x)(a^x){d^x)8cc.), il 

:eft vtfible qu'en faifant x = a/7 =: A ( fig. 24) , la 

Quantité qui eft fous le figne devient = o , à caufe 
e ' A — AT = o ; donc on aura y zzb zz pn. Le 
point n appartiendra donc à la partie de la Courbe 
..qui fe trouvera^n deçà de q. Si on fuppofe qu'en fai- 

^ Nous traiterons la ^ucftion de maximis de mhdmis 
: 4an& ie Calcul difFérentiel.' 

** Parce que foit qu on fappofi: les x pofitifs ou né- 
f gatifs , l«ft ordonnées voiiinés deviennent imaginaires; donc 
.<c point eft féparé da reftc de la Courbe* 
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fant x^b y de manière cependant que x foie plus 
pptit que tf ^ = tf , la quantité qui eft fous le ngne 
devienne négative , les ordonnées qui fe trouvent 
au-deU de q feront imaginaires \ mais elles feront 
réelles entre p ôc q. De même ^ en faifant x > a r , 
mais en fuppofant aufli x < a j , k quantité oui eft 
fous le figne devient négative , les ordonnées muées 
entre r Ses j feront réelles , quoique celles qui 
font fituées entre q Se r Se au*dela de s puilTenc 
être imaginaires. De plus à caufe du figne ^ du 
radical » à chaque point u fitué entre r Se s répon- 
dront deux ordonnées ukjui. Si le point r tomb^ 
fur le point x & le point u , la figure N qu'on ap- 

Î^elle ovale conjuguée j deviendra un feul point » 
es ordonnées uk ^ ui étant terminées à un même 
point N. Ainfi Ton aura un point conjugué N (fig. 1 5) 
léparé du refte de la Courbe. U n'eft pas difficile d^ 
voir que fi /? & j fe confondoients il en naîtroit 
un autre point conjugué n {fig.\^,). Ces deux 
. points auront des ordonnées réelles /? N ^pn. Mais 
fi ces points étoient infiniment proches 9, alors deux 
ovftles conjuguées fe confondroient en un feul point 
gui feroit cenfé répondre i guatre ordonnées con- 
fondues en une j amfi ce point feroit quadruple *. 
Si une ovale A ( fie» 14) touche la Courbe en un 
point Â , il en rcfulte une feuille b x t Se un 
noeud en b^ Le poinç b eft cenfé réunir deux points 
M Se g de la Courbe y qui fe confondent en un feul 



♦ Lorfquc Tovalc N (fie. 14) fc réduit en un point , les oi> 
donnécs ui, uk aboutiflcnt au m^mc point , quV>n appelle 
9LÏon point conjugut^ c\\x\ eft ëvidcmnrwni uo- pçint éoMe ^ 
dbac (î deux ovales tombent Tune fut Tautre» & que toutes les 
dei» fc r4daifcm ï un icolfoinc , ce poiûc feca quadri^o^ 

Q j 
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Kint b , lorfquc fh devient ^^^ fg ^= fb. Sî 
vale b fe réduit en un feul point </ ( fig. 2 5 ) ^ 
il en réfukera une pointe d , qu'on appelle foint de 
rebroujjemcnt ( parce que la Courbe après avoir 
avance de M vers </, rebrouflfe fon chemin vers T ) ^ 
& qui eft néceflàirement au moins un point double* 
Si par le point b ( fig. 14) ou par le point d (fig, ^Çiû 
pafle une, deux,&c. branches dé plus, il eft vinble que 
tes points feront au moins triples , quadruples , &:c. 

Revenons aux Tangentes àts Courbés. Selon ce 
que nous avons dit ci-deflus ^ lorfque Téquation 
<: AT* -+- rf ATj -+- cy^ sz o , n eft pas réfoluble en 
fadeurs réels , la Courbe a néceflàirement un point 
conj ugué, Lorfque rf rf > 4 r e , Téquation eft réfo- 
luble en deux fadeurs de cette forme ax+byzizo^ 
Ax + By =5 o j donc puifque l*un & Vautre fac- 
ceur détermine une Tangente , il eft néceflaire 
qu'au même point c ( fig. i€ ) aboutiflent deux 
Tangentes , ce qui ne peut ife faire à moins que 
deux branches de la même Courbe ne paflènt par le 
«ncme point à. La Tangente de la branche ac eft 
<:^, celle de la branche de étante/, l'une de ces 
biranches eft déterminée par le premier fafteur',, 
fautre pat le fécond fadeun Si les deux faôeuts 
ibnt égaux , c*eft-à-dire , fi rf<f = 4 c c , les Tan- 
gentes cty cg(t confondront j donc les deux bran- 
ches auront la même direAion en c , de plus elles 
le toucheront en ce point. Dans tous ces cas le point 
ip eft un point double , caril eft.cenfé réunir dewc 
points de la Courbç, 

55, Cqroxiaire, L*équation ex* -^ ^^y + 
jey'^ z=L o ^ donne toujours un |kMnt double, C^ 
ifjoint eft conjugué lorfque les faâteurs de cette équar« 
lion font imaginaires, ht point i eft i'interfc^tioa 
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des deux branches de la même Courbe » lorfque 
les faâeurs dç cette équation font réels & inégaux. 
Ce point eft commun à deux branches qui fe tou- * 
chent , lorfque les deux fadeurs de cette équatioqi 
font égaux. 

54* Si non -feulement a ic i j mais encore c^ 
4 > € étoi^nt =0 y dans ce cas l'équation fubfifte* 
roit entre les quantités du troiâeme degré , & l'on 
auroit fx^ + g^*y + * "*^y* + ^J^ = o- Si cetce 
équation a deux racines imaginaires 6c une réelle » 
il padèra par le point ç une feule branche de 1^ 
Courbe , dont la Tangente fera déterminée par le 
fadeur réel 4e Téc^uation du troifîeme degré. II y 
aura de plus une ovale conjuguée réduite en uji 
point conjugué » confondu avec le point c. Si les 
trois fadeurs de l'équation font réels , il palier^ 
trois branches de la Courbe paj: le point c. Ces 
branches fe couperont fx les crois tadeurs foitc 
inégaux , deux fe toucheront fi deux fadeurs font 
égaux s. mais toutes les trois £s. toucheront fi les 
uois fkStevits font égaux. Pans tous ces cas le poii^c 
f {ifk*tslfle y Se la droite qui paffera par c fera 
cenfée réunir trois points de la Courbe. 

Si/j. gy fiy i étoient =f= o , l'équation auroît 
lieu entre les quantités du quatrième degré , & l'on 
Ituroit kx^ -i^ mx^y + nx'^y'' + p xy^ -f- qy^ 
sz, o. Cette équation ( par la nature des équations 
du quatrième degré , voyez l'Algèbre ) a tous fes 
jfadeurs imaginaires , ou tous réels , ou deux réels 
& deux imaginaires. Dans le premier c^& regar- 
dant l'équation comme compofee de deux fadeurs 
.réels du fécond .degré , dont les fadeurs font ima- 
ginaires , chacun de cez fadeurs du fécond degrï 
.donner^ un ;poiut conjugué \ donc le pint c fec^ 

O 4 
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un point conjugue double : dans le fécond cas il 
paffera par le point c quatre branches de la même 
Courbe , qui fe couperont fi ces fafteurs font 
inégaux , elles fe toucheront s*il$ font égaux , deux 
ou trois fe toucheront fi deux ou trois fafteurs font 
cgaux : dans le troifiemé cas deux branches fe cou- 
peront ou fe toucheront en c , félon que les faveurs 
réels feront inégaux ou égaux , & de plus le point c 
réunira un point conjugué ; de forte qu*une droite 
quelconque qui paflera par c fera cenfée réunit 
quatre points de la Courbe. On peut voir msun- 
tenant ce qui arriveroit s'il falloit prendre les quan- 
tités de 5 , ^ , 7 , &c. dimenfions. Paflbns a la 
courbure de lignes algébriques. 

Deux arcs infiniment petits tfiw^ an (fig.iy) 
de deux Courbes qui ont une tangente commune 
en a , font cenfés avoir la même courbure ^ lotfque 
la différence des ordonnées extrêmes pn^ pm , auiS- 
bien que des ordonnées r P , y P comprifes entre 
les extrêmes & le -point a , fera moindre qu- aucune 
quantité donnée. Dans ce cas la Courbe mteMure 
amh fera appellée la Courba ofcutatrke d la 
Courbe and 2.\x point a^ 

5j. Théorème L Une parahok df un paramètre 
&= xa y a pour ctrxile ofeulauur à fin fimmetj A 
cercle dont U rayon = a. Soit ambyiian cercle dont 
le rayon ^==. a ^ and une parabole dont le para- 
mètre = 2 tf & dont a eft le fommet. Prenant 
rabfcifTe évanouifïànte ^/? & menant Tordonnée 
nmpy par la naturç du cercle Ton TiÇpmy =:^* = 
xax^x^yonxa ^ == y* -^ A:^ Par la nature de 
la parabole IpnY eft = Y* =: z ^ x, Subftituant dans^ 
cette équation la valeur At xa x prife de ta pré- 
cédente , il vient Y" z^^f^ ;c% & Y 5= \/{f + x^) 
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»= -^^, Si 2? m. eft = -^ > tf /? fera = — ^ , car 
xpm ^ 00 

par la propriété du cercle bp \ pmWpmiap ; ot 
^^ eft une quantité finie , infiniment plus grande 
quep/7z , qu'on fuppofe =» -i* î donc p m e&, inBr 
niment plus grande que éip ; mais /'/n eft un infini- 
ment petit du premier ordre j donc ap eft un infi- 
niment petit du fécond ordre j donc ap = — 5 i 

(«r;,)»= i- & ^^ «a -i^ i donc «m = Y 

^— y eft plus petit qu'aucune quantité donnée ; 
donc y &c. 

Corollaire. Donc fi Ton connoît la parabole 
qui à fon fommet a la même courbure qu'une 
Courbe quelconque en un point donné ( cette pa« 
rabole fera appellée Paraiote ojculatricc de la 
Courbe par rapport à ce point) , on aura facile- 
ment le cercle ofcùbteur de cette Courbe au même 
point : car par le. Théorème le rayon de ce cercle 
doit être égal à la moitié du paramètre de la para* 
bole ofculatrice. 

5^, Théorème IL La^parabote ordinaire ne peut 
être la Courbe ofçulatrice au fommet de la para^ 



* Elevant y* ■+• «* à la puiiTaiicc m a= 7 par le Binomc 
lie Ncvrton , on trouvera (y* -+• «*)» = y + ^ X 7 

8cc, a=3 y -+• ^ A caofe que * étant infiniment petit 
les termes fuivants difparoiflent devant le féconde 
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èoU déjignécfar V équation a" — "• at*» = y* , fi — > 2; 

Soit fuppofée tf cm ( fig. 18 ) la parabole ordinaire,' 
arm laparabole de l*cquation^" = iz" "*•» x", prenant 
rabfcifle aP extrêmement petite & menant Tordon- 
nce P/7Z [y). Par la namre de la parabole a rniyy' fera 

5s , a caufe de ^ =: = Jif » 

en 6tant lexpofant du divifeur de celui du dtvi« 
dendej or l'équation à la parabole aqm ^ doxmc 

y^ ^szpx; donc fi /? = ■ -;;^^^ - = m , i caufe de 

-* = -^ & de — > 2 ( ce qui donne n > zm if. 

far conlcqucnt les expofants , 

pofîtifs ) » la parabole tf ^ m rencontrera ta para«- 
iK>Ie arm en m. Cependant la courbure de Taie 
aq m fera difFcrente de celle de l'arc armi car 
prenant rabfciflfe ap (at'JP < tfP & faifant /r r = ;f > 
yqzziq^ par la propriété de la |>arabote arm^on^ 



H'^ m 



'przzi= «"T"*'7 , & par la propriété de la 
parabole or4itiaire pq ^sss f= i^^ p x^ ^ •^-;;;7; 



--lu 



^ ( ^' }^ » o<i ittbftituant la Taleur fuppofée d^pi 

m n-' m i 

donc pr : pq , cmii q :: {x') » X a » i{x'f 
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a n 



— :: X »» : (x') a» , en divifant pat 



2 n 



«""^ & par (^)* & multipliant par jc *» • 
Mais U eft évident que xSc x' ^ c*eft-à-dire , iz P ÔÇ 
ap , peuvent être dans tel rapport d'inégalité qu'oi^ 
voudra j donc p r Sep q ne peuvent pas être fup- 
pofées différer d'une quantité infiniment petite par 
rapport i elles; donc Tare aqm n'a pas la mêm« 
courbure que Tare arm quand même la parabole 
aqm auroit un paramètre infini y donc , &c« 

<7. ThIorIme m, 5i — < 1 mais ^— > i , /a 

forabole ordinaire ne peut être lu Courte ofçuU^ 
trice au fommet a de là parabole arm j quand 
même on fuppoferoit le paramètre de la parabole 
vulgaire infiniment petit. Par un calcul femblabl^ 



X n X 



nous parviendrons à l'équadon — ^-7^7 =7* s=a 

(P/n)^5 auifi pour oue la parabole ordinaire pafle 
par le point m j Ion paramètre p doit être =: 



21»— n 
X n 



-^ » qui dans ce cas eft une quantité infini* 

ment petite. Prenant ap &=■ x' » nous aurons 






|,^s« -;^-r-- X (*';%/r = tf^ (x')- ;donc 



• n 

0~* 
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21» — » 



pq :pr :: x.*" {x'y '.{x'y :: * *" : 

1 W — Il j 

(jc') *• , en divifant par (x'y & multipliant 

par iz * j donc p q 8c pr peuvent être dans tel 
ïapport d*inégalitc qu*on vouclra , puifque x ôc x' 
peuvent être fuppolcs dans un rapport quelconque 
de plus grande inégalité j donc &c. Dans le cas du 
Théorème Ton ^pq > pr ^ & l'arc armft trouve 
fitué entre l'axe & l'arc aqm y c'eft-à-dire , que 
tous les points de ce dernier arc , excepté les points 
m 8c a y doivent être regardés comme plus éloi- 
gnés de l'axe , que. les points correfpondaiits de 
Tare arm. 

Corollaire, Il fuit des Théorèmes précé- 
dents que la feule parabole vulgaire a au fommec 
une courbure circulaire : puifque fi les autres para- 
boles avoient une courbure cirailaire au fommet ^ 
elles auroient pour parabole ofculatrice une para- 
bole ordinaire , dont le paramètre - feroit, double 
du rayon du cercle ofcutateur ^ ainfi qu'il fuit da 
premier Théorème *. 

5*8. T H 1 o R E M B IV* Zcs cëurbutcs au fomnut 

* Prcfquc tous fes Géomètres en feignent cju*une Courbe 
4ont le ;rayoa ofculaceur eft . uifinimcnt graçd ou infîtii^ 
nient petit , a pour Courbé oTcûIatrice quekjue parabole 
ilifFérentc de la parabole vulgaire : il s*agic ici d'une para- 
bole confidcri^c à fo;i fommet^ Ce que nous yenons de dire 
fait affezfentir ce qu'on' doit penfer d*unc telle do^rine j^ 
félon laquelle une parabole diÔcrente de la vnkaice pourw 
foie avoir la mêiçe coucbure au fomnie;^ que celle â'Apoj^ 
îonîusy en ^^PpÀ|t: le paramètre de Cette derniers iafiol^ 
ment grand , oiHffinimcnt petit. " r , 
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des paraboles de différents ordres font d^un genre 
entièrement différent. Suppofant - > -.Je dis que 

les parabQles'jrepréfentces par les équations i^'^^ m^ 
s=^y^^ û»*-» x* =j^" , ne peuvent erré ofcula- 
crices au fommet l'une par rapport à l'autre , quand 
même le paramètre b de la première feroit infini , 
ou le paramètre a de la féconde infiniment petit, 
Soit la première parabole aq m ^ la féconde arnty 
l'ordonnée commune P m = j. Suppofant toujours 
a P = ATj nous avons û»""»» «"~ = j'" , i^*"^ at" = 
jy^ ; donc prenant la racine n pour la première 



»i— 1 



équation & la racine q pour la féconde, a ^ . x^ 
e=3? y y i i •^'f ^=^ y i donc a ». a: » ==] 

in? Z { \ . tnî, * ^ 

i q •jfî , ou \ en divifant par i î . x^ J 

3= XI ». Dans cette équation , i caufe 

h H ■ . ■ z 

de - >— , le fécond terme eft infiniment petit , 

en fuppofant x infiniment petit ; donc auflî le 
premier terme fera infiniment petit , ce qui peut 
arriver , en fuppofant que b eft mfiriiment grand > 
a étant fuppolé fini , ou que a eft infiniment petit 
i étant fini. Mais dans cette fuppofition même il 
n'y a point d ofculation. En effet prenant l'abfciflè 

ap ?sst^ nous aurons a * . r" =prj b ^ ,e* 
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■-■■■■■'" .«■ ■ ■ ■ ■ ^ 

s= pq ; àonc pr i pq II a » . m t b f * tqil 



t : r^ * ; or nous venons de voir aue 




é 



x"^ • j donc pr : pq :i x^ * 



rf » j donc puifque x 8c t ^ c*eft-à-dîre, ûP 
k ap peuvent ècre en rsdfon quelconque de pJus 
grande incgalitc , p r Se p q ne différent pas 
encre elles d'une quantité q r infiniment petite pat 
rapport à elles \ donc les arcs aqm^ arm ne font 
pas pfculateurs Tun par rapport a l'autre ^ donc Sec* 
Puifque les courbures au fommet des paraboles 
de difFéreilts ordres font de diCérents génies , il 
fera commode de rapporter les courbures des Cour^ 
jbes aux courbures des fommets des paraboles. Ajanc 
tiré cA ( fig. 13 A ) perpendiculaire fuir la tan- 
gente c^, & lui ayant mené l'ordonnée perpendi- 
culaire pky rappelions-nous l'équation «ntre cf6c 
pf{$i*)y favoir a:ir-+-ij-î- cx*-V- rf^r^-f» 
€y^ -+- / J^^' -+- &c. s=ss o (P) , qu'il faudra tranf- 
|K)rter aux nouvelles coordonnées ck (r) p k (u)» 
^uppofons que la raifon de l'ordonnée à la fous- 
tangente ou de pf : c/, ou de la fous-normale 
6h i l'ordonnée i€ '^ y eft égale à la raifon de 

^ Car le triangle gek rc^angle en c ^onne , en fup- 
pofanc hc perpendiculaire fur l'hypothénufe | kh l kc n 
bc : bg. Voyez la Géôm^tiid» 
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al — b; donc les côtés du triangle kbc feront 
comme a^ — *,~V (û* + **)*. Du point/ 
tirez /ij// parallèles aux nouvelles coordonnées. 
Les triangles femblables bhcj cfl ** donnent 

ch : cb :: c/://:, ou— \/( ^* +** ) : — ^ î: ^ : 

//=5 — — 7—. Les triangles femblables pi/, 

bhc***AonnQtiich\bh\lfplphOVL—^{a^'\-b^y. 
a V.y :pi^ _^^J+l,^y Les triangles iAc, 
cfl donnent cA : bh ;: c/: c/, ou— V (a* 4-3^: 

iz :; a: : c/=: 77 —r-r. On a encore par les 

trnngles pfiScb h c,—\^{a^'+^b^) l — b Hy : 

— bx '•{^ay 



/^= _^(j + ^.) >^^/^+/^^'==^^ + /^^'== 



* Si Ton compare la figure préfente avec la figure 1 5 , 
on verra que a n alloit en s'approchant de la Courbe & 
en s'éloignant de Taxe des abfciffes ,* alloit , dis-je , de la 

fauche a la droite, tandis que ch va en partant de Taxe 
es abfciffes, de la droite à la gauche. Au refte à l*égard 
du figne de la quantité y^(afl + ^^), voici la règle qu'on 
doit obferver : fi a & ^ ont le même figne , le radical 
doit avoir le figne + , & le figne — û a êc b ont diiïé- 
rents fignes. 
{ ** Car ces triangles ont chacun un angle droit , & les 
angles /c/^ ^ /te alternes internes. 

*** Les angles b Se i font droits, les angles ^dy fpi 
ayant leurs câtés pai^leles font égaux; or s^cb efl com- 
plément de bchy de même que bhc\ donc fpi eft 
'^'^ bhe'y donc ^c. 
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/ A\ r^ ' • .• ai— bu 

( A). De ces équations on tire x =s ., t,x,Ax\ » 

v=-— 7, — — r-:. Subftituant ces valeurs de x &(ie 

^ dans 1 équation P , vous aurez l'équation cherchée 
entre t 8c u. 

Suppofons d'abord que a ic b n^ manquent pas 
dans l'équation , à qiufe que — ax — by ^=^ 
cx^ -^dyx -h &c., ainfî qu'on le tire aifément 

de l'équation P, & que r === — ^^|fr:^ ==> 

—TT -~ =3 ^, , "T-T- y li eft Viable 

que r eft infiniment plus petit que u = _^, r " i a:\ ' 

t= ^r/ t i,ii\ (®^ changeant les fignes du numé- 
rateur & du dénominateur ) 5 puifque t eft exprimé 
par une fonâion de plufieurs dimen(ions des infini- 
ment petits X &c y^ tandis que u eft exprimé en 
termes d'une feule dimenfion des mêmes x ic y. 

De plus , parce que u = — r; . -r-z eft infini- 

ment plus grand que t =x ^"''J"^/^ - =» 

Vf/+]^) > ^ ^^^ ' ^' -^ rfy Af &c. eft 
infiniment plus petit que ax ou ^j', il eft 
vifible que — ax — by eft infiniment petit par 
rapport 4UX qqantités by&cax, aufli-bien que par 
rapport z ix ^^ ay, 

Corollaire, Donc, excepté dans l'équa- 
tion 
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^^ ' ' > ' • ■ 

ûon A , on pourra faire X = — ■ , en 

négligeant le terme at y & y a= -*■■'■■ > ■■' — -. 

en négligeant 5^ Si ï'ôn fubftitue dans l'cqua-* 
tion P trouvée ci-deflus — - t \/{a^ -+- h^) i U 
flace à^ a X '\' by y & dans tous les autres termes 
les dernières valeurs de x Zc à^y que nous venons 
de trouver , il en réfultera •— ^ ^/ ( a* -+- A^ ) 




i,ci't'b'').V\,a^+b':^ 



iCC. =±: O. ^ 

Si le coefKcient de u^ n*e& pas ô-^ négligeant 
tous les termes qui fuivent le leçon d , l'équatiôu 
fubfiftcra entre les deux premiers , &t Ton aura 

u" = ^^ 'y ; ' ^ xt zzi.pt ^ en faifant le 

rnuïtiplicateut de t égal à la quantité p. Mais 
u^ z=: pt cft une équation à la paraboie vulgaire 
dont le fommet a la itaême courbure que la Courbe 
au point donné ; donc la parabole ordinaire , c'eft- 
à-dire , la parabole S Apollonius fêta la Courbô 
ofculatrice cherchée. Si le multiplicateur de u,\ 
^ft o 5 l'équation aura lieu entre le premier & le 
troifieme terme; ainfi en tranfpofant , ôtant la frac- 
tion &c dîvifant enfoite le multiplicateur de t par. 
celui de /^S & fâifant le quotietit r=/>* , on aura 
«^ -sTSip^t. Cette équation eft à la première para- 
bole cubique > doiit le fommet a la même cpuf- 
buxe que la Courbe au point donné. Si le troifieme 
terme manqaoit, Téquation auroit lieu entre le 
, TQtnç IL P 
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Sremier & le quatrième , & ainfi des autres ; 
onC il en réfu Itéra toujours une équation de 
cette forme /^" — » r =: tt" , & la Courbe ofcula- 
trice fera toujours une parabole de Tordre n. A l'é- 
gard du paramètre p il fera infini ; toutes les fois 
Gue a on b étant infinis , le dénominateur de la 
fraction d'où réfulte p" "~ ' fera infiniment plus 
petit que le numérateur : mais Ci a ôc b étant 
infiniment petits , le numérateur de la fraction 
eft infiniment plus petit que le dénoininateur , p 
fera néanmoins infiniment petit. 

59. Si a Se b font o en même tems , il faut 
examiner le fécond ternie c x^ + dxy + cy^. Si 
cette quantité n'a aucun fadeur réel , on a (5 j) un 
point conjugué, pour lequel il n'y a point de Courbe 
ofculatrice. Si ce terme a deux fadeurs réels inégaux 
ax+byymx + ny,on divifera par m x + ny & l'on 

aura a x — (— a y — f— — 1 . 

«=3 O. Subftituant r — rr- pour;r& ; — — - 

{>our y ^ excepté dans. la quantité ax -{^ by ^ pour 
aquelle vous écrirez — t |/(a* -H b^) , Ton aura 

Sec» = o. Si le multiplicateur de «* n'eft pas o , 
on aura hne équation de cette forme a* = pt ; 
donc la parabole A* Apollonius fera la Courbe ofcu- 
latrice. Si le multiplicateur de u^ manque , Ton 
aura u} wsss p^ t. En général la Courbe ofculatrice 
fera une parabole défignée par l'équation W = 
p^^ ^ t ^ ainfi qu'auparavant. En uur mot fi le pre- 
mier, membre qui ne manque pas dans l'équacion a 
un fadeur réel fimple a x -4^- by , en (uppoiant Tau- 
cre fadeur = j ^ £c divifaat les termes fuivants par q^ 
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on- trôàveira toujours iiné équation de la forme u^ 
*^= p^ ^ ^ t y n étant un nombre entier pofitif. 

^ô. Mais n le premier membre qui fe trouve ne 
pas manquer dafis réquacion , à deux ou trois fac- 
rears égaux , on ne peut pas négliger tous les termes 
où fe trouve t , quoique t foit infiniment plus 
petit que u ; mais on doit feulement négliger les 
ternies dans lefquels t a un expofant égal où plus 
grand que le nombre des fadreurs égaux , qui fe 
trouvent daris ie preniiér membre. Soir l'équation 

kx^-^-tcc. = o. SulAituant -vr-; — r*^:rt au lieu 

de X , ■■ ' ;:^ - — à l* pla^c de j , on trouvera 

une équation de cette forme r* -+- ctu^ -+- du? 
ri- etu^ + fu^ + g t u^ Sec. = o * , en négli- 
geant tous les termes qui contiéndroient r* , r^ j 
&c. multipliés par u^^u^ j &c. auffi-bieîi que tous 
le^ termes qiii contiéndroient r^ , r'* , &c. : car tous 
ces termes difparoiflènt devant ceux que contient 
la dernière 'équation dont on vient de parler. 
Si c = d , mais noii pas d , Téquation fera 

r* -f rf^î =^ o , ou «5 = — ~ e^ s= pt^ ^ en fai- 

fant — - ts. p. Cette équation eft à la féconde para- 
bole cubique , qui fera la Courbe ofculatrice cher- 
cKée. Si rf = o auffi-bien que <? , on a r* = — Z^"*, 
bii t == Ht ^* V^ — / Si / eft pofitive , la Courbe 
ofculatrice eft imaginaire , & le point donné ëft'un 

»■ . ! -* 

* On fuppofc le premier terme de l'cqUàtion délivré de fou 
coeScieac» p^rc^ qac cela, eft, toujours ppiTiblc. Voy. l'Âi^ ^ 
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{)oint coajugué. Si /eft négative , la Courbe ofcu--' 
atrice eft une double parabole ordinaire ; Tune de 
ces paraboles eft ficuée du cocé des r poficifs^ laucre da 
cbz^ des t négatifs. Au refte ces deux paraboles £bnr 
égales. En procédant ainfi on déterminera facilement 
les paraboles ofculatrices qui réfultentde révanouit 
fement des termes où fe trouve r combiné avec u» 

6 i . Suppofons maintenant que c n'eft pas = o* 
Si d n'eft pas = o , il eft vifîble que r «* eft une 

Quantité infiniment petite en comparaifon de u^ ; 
onc réquation fubfiftera entre les deux termes 
tt + du^ z^ o. Mais fi rf = o , tu^ s'évanouif- 
fnnt devant r«*, Téquarion fub/iftera dans les termes 
r"' + ce u^ + fu^ = o. Si dans cette éguation un 
fuppofe r & tt* du même ordre , tous les termes 
feront du même ordre. Si cette équation a tous, fes 
faéVeurs imaginaires, le point donné fera un poinc 
conjugué , qui ne peut avoir aucune Courbe ofcula^ 
trice. Si l'équation a deux fadteurs réels , l'on trou- 
vera deux équations de cette formé tzzmu^^ ou 

tt* = — r = p r , qui donneront deux paraboles 

vulgaires ofculatrices égales ou inégales , félon que 
les fadeurs de Icquation feront égaux ou inégaux ; 
donc la Courbe aura deux branches , qui auront 
pour Courbes ofculatrices les paraboles dont nous 
venons de parler. De plus ces paraboles fe con- 
fondront en une , fi les fadeurs de 1-équation font 
égaux. Si l'on a aufli /= o , on aura l'équation rr -|- 
ctu^ + A;^^ = o ; parce qiie tu^ s'évanouit devant 
tu^.Si l'on fuppofe que t èc u} foient du même 
ordre, u" difparoîtra devant les deux autres termes ^ 
& rpn aura t* + cpH^ = 9 >.,pii c^* + r = o , 

cxi^M^ =: -^-. t z^ pt i cquâtiott i la parabole' 
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gtJpùlloniusi* Mais fi Ton fuppofe r* du même 

iegré que u\ o\x t du même degré que «> , r «* 
4evienc infinimenc plus grand que les deux autres 
termes y donc réquacion ne peut fubfifter. Suppo- 
fons r & uMu même degré , tt difparoura, devant 
les aucres termes , & Ton aura Téquation ctu^ *^ 

hu^ s=ss o^ on et -+• A «' s=Bs o , ou «^ == ~- rss 

p^ t ^ éq.uatIop a la première parabole cubique. Oi> 
peut voir maintenant ce qui arriveront fi k étant 
8= o , il fiilloit confidérer le terme ku^.c & 4 
étant =a= o. & non pas ^ , fi / n'eft pas = o , r «' 
iiifparoîtra devant u^ ^ donc Ton aura l'équation 
€^ = — /«"^ , OU r = Hh tt* V^"~/ 4"^ '^^s avons 
déjà examinée. Si/= o y tu^ dÛparoifiant devant 
tt* , on aura r«* + c r *i^ + A «^ = o^ dont on ne 
peut tirer que la feule équation tt -4-Aa^ =0^ 

ou tt' s=~. y , ou ù^ =/?* f*, équation â 

»ne parabole du cinquième ordre. Si A = o , on 
aura réquacion f* H- « r «^ + jtw* = o. Si r & u} 
Ibni (lu .même ordre , tous les termes de Téqua- 
tion feront du même ordre* Si cette équation a fes 
fa&eurs imaginaires , elle indique un poùit conju- 
gué. Si elle a deux fafteurs réels , elle repréfente 
^eux paraboles de la forme u^ z:2 p^ t y qui font 
les Courbes ofculatrices de deux branches de la 
Courbe qui paiTent par le point donné. Ces deux 
paraboles fe confondent en une, fi les deux faâreurs 
de réquacion font égaux. £n général dms ce^ cas 
on a une équation de cette forme r* + A r tt' + 
B'tttss^Q (H^ , dans laquelle ^ < ? » autrement ts 
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fécond terme dîfparœcroic devant le .croiûeme* ^ 
q zizip tous les termes.de l'équation feront homo- 
gènes , en fuppofant t ^ t^. Si ! équation n*a, point dé 
faveurs réels , elle indique ttn point conjuguévSi elle 
z deux faékeurs réels , eîlfe fié réduit à deux équation^ 
de cette forme w* zziaP^^ t qui donnent deux para- 
boles of culatricôs , tjui fe Confondent en une lorfque 
les fadeurs font égaux. Si i /? > ^ , l'équation H de- 
vient f r -t- B //* = o , qui fe réfout en deux {i ^ eft 
un nombre pair , ou qui donne une feule parabole 
ôfculatrice u ^ eft un nombre imp^r. Ehfin fi 
1 p K ^' y on a^ deux équations de cette * forme 
K' =L à*"* • e y u'^sz i'^'-' t qui donnent deux pa- 
raboles ofculatrices par rapport à deux branches de 
la Courbe qui pallent par le même point *". ' 

Si le fadeur double ( a ^ -+- 3jy)* étoit multi- 
J)Ué par une fonftiori entière de a: '& de j^ , en 
fubftituant les valeurs de x Se de y ^ données en 
t &c Uy Ôc divifant^par fe multipli^cateurdu fa^eui; 
double, -eh fâifant' attention que tous les termes 
qui contiennent r -^fparoiflent devailt celui qui 
contient feulement a , il eft vifible qu!9n parvien-» 
dra à ujne équatioti de. la:mème forme que celld. 
que nous avons trouvé^ ci-de{fus. 

6i. Si le premier membre de Téquiatio^ cp&ôent 
un faâieur triple , nous parviendrons à une équatioi» 
de cette forme r^ + ai^ uF 'f-btu'^ ^cu^ :=z o, dan& 



* L'équation H donae aJo» fcs deux fuiyaatcs r* +A t u^ 
ses o , At+U u^ ■" ^= o,oa en fuppofant q ^-^jr^^m & — «* 

=5 r "" ' , «"• == r -'t; or réquaiipn i» 4- A f */. 
e= • donne i^** == «^ ^ ^ /. 
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laquelle on ne peut fuppofer/' < z , maïs on ^pKq 
& ç < n Si a & ^ font = o ,>on aura l'équatioa 
r^ -t- c tt''s= o, qui détermine l'efpcce de la para- 
bole ofculatrice. Si r eft divifîble par 3 , on trou- 

vçra t = — ttT \/c , ou a* == p"- ' r , en fauant 

i- z= /w & 1::: /?"""' j donc la parabole ofcur 

larrice ferâv de l'ordre m y Se parce que y^c a une 
valeur réelle & deux imaginaires , il y aura au 
-même point de la Courbe un point conjugue. Si 
xp ^q Sc^p zur ^ & par' Gonléquent 3 ^ = ir , 
en fuppofanc r & u^ du même ordre , tous lefe 
termes feront homogènes » c'eft-à-dire , du mêmfc 
ordre , & on ne pourra en négliger auctin. Si la- 
formule a un faàeuf réel & deux- îtiiiginaires^ 
avec un point conjugué , on ^ura encore unepàraS- 
bole ofculatrice de la forme uF z± a^ " ^ t. Si les 
• trois faiSteurs font réels oH ^ trdis paraboles ofci^- 
latrices de U même foftîie , deux ou même les 
trois fe confondront enfemble , fi deux ou le^ 
trois faéteurs font égaux. Si les expofants n'oiit pas 
la proportion dont nous venons de parler , fup- 
pofez fucceffivement,du même ordre les termes 
pris deiïx à deux ; examinéîZ' ènfuite Ce, que leS 
autres deviennent. S'ils fe trouvent du même ordre, 
on rie peut pas les négliger y s'ils font infiniment 
petits par rapport à ceux qu'on fuppofe du mcmé 
ordre , Péquation aura lieu entre ces deux là feu- 
lement. Si quelqu'un des termes négligés fe trouve 
infiniment plus grand que lès deux termes com- 
parés , l'équation ne peut avoir lieu entre ces deux 
ternies. Par cette méthode vous déterminerez toute* 

^ P4 
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les paraboles ofculatrices par rapport à ua. point 
donné d'une Courbe algébrique. On fuivra la même 
méthode fi le premier membre contient quatre, 
cinq , fix , &c, fadeurs égaux. 

6^. Corollaire. On peut conclure de ce 
qu'on vient de dire , qui;! n y a aucun arc d'une 
Courbe quelconque qui n'ait une parabole, pour 
Courbe ofculatrice. C*c(t pourquoi on peut diftinr 
guer les divers genres de courbure par les diflFérents 
genres des paraboles* Je ,méts dans le premier 
.genre des paraboles celles qui ont la forme r =/?«* ^ 
jn étant uu nombre entier poficif. Le point de la 
Courbe où fe fait l'ofcula^tion eft alors un point finv 

Î' )le. Si /72 =;: 1 , on peut comparer la courbure avec 
a courbure circulaire. Si 'w s= 3 > la Couibe a im 
jpDint d* inflexion & de concave devient ' convexe 
dans, ce point (.fig. 19); 5 on fait que la première 
^parabole cubique a un point d'inflexion au fommee 
(Voyez . ce que nou3 aygns dit dans les Seâdons 
Coniques fut Ip^ paraboles de différents or^ 
dres). Si /;z = 4 , Oïl ne voit aqcuu. point d'inflexion 
(fig, }o ) ; mais on a coutume de confidcrer un 
point d'inflexion double , qu'on peut appeller/7oi/2^ 
de ferpentcment ; caria Courbe ae convexe devient 
concave , & aullîn^tôt de concave redevient con* 
yçxe. Si /« = 5 , on a un point d'inflexion vifîble ; 
mais on regarde ce point comme répondant à une 
inflexion triple , à caufe que la Courbe de concave 
devient convexe , enfuite dç nouveau concave , 8C 
enfin de nouveau convexe, & ainfi fucceflSVementj 
de forte que le nombre des inflexions eft toujours 
772 -^ 1 , & les inftçxions font vifibles ou invifiblesj^ 
félon que m eft un nombre impair ou pair. Dan$ 
ce dernier cas ou a d^s poincs de ferpentemwc . 
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Les paraboles du fécond genre font de la forme 
r* =.p u^ ^ qui indique des poincs'doubles , donc 
chacun équivaut à deux points fîmples.Si m=: ^^ 
on aura un point de rebroujjement de ta première 
efptce ( c'eft celui dans lequel deux branches de la.» 
même Courbe fe prefentent leurs convexités ) / 
parce que la parabole cubique t^ =-p «H ^g* 3 ^ ) â 
une telle figure, 

. " Si /72 = 4 il en réfultera la forme de la lîg. 32'^ 
qui ne repcéfente que deux paraboles or.linaires. En 
général les branches de la parabole oduktrice foi.t 
comme dans la figure j 1 fi /tz eft impair", & comme 
dans la figure 31 fi m eft pair. Mais dans ce dernier 

M 

cas il y a deux paraboles de la fotme t=z pu^^ • 
(>4 Corollaire. Il fuit de ce qui précède ^^ 
que le point d'une Courbe eft dôiiblé lorfqu'il eft 
conjugué, lorfqu'on a au même point de Ja Courbe, 
deux paraboles ofculatrices ordinaires , ou quanc*/ 
la parabole ofculatrice eft du fécond genre. ^ 

Les paraboles du troifieme genre font de la. 
forme t^ =1 p a". Le point d'ofculatioh eft alors' 
triple. Si w == 4 , la figure eft femblable à celle de 
la parabole ordinaire. Si m = 5 , on a un point d'in- 
flexion ; fi 772 = ^ , en prenant la racine cube , oiv 
a une parabole de la forme r =2/?^* ; & à caufe des 
deux autres racines imaginaires , on a encore \in\ 

rinc conjugué double En général fi /tz eft impair 
Courbe a un point d'inflexion contraire , fi /tz eft 
pair on a la figure de la parabole ordinaire. Mais* 
fi m eft divifible par ; , on a une parabole du pre- 
mier genre avec un point conjugue. C'eft pourquoi 
Pon a un point triple dans la Courbe lorfqu'on a 
ma point conjugué Se une parabole ofculatrice du 
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^emier genre , ou lorfqu'on a trois paraboles du 
premier ^enre, ou une du premier & une du fécond , 
du enfin une du troifieme. * 

On peut remarquer que cela ne prouve pas que 
la Courbe exifte réellement. Cela démontre feule- 
ilient que Tofculation a lieu fi la Courbe exifte, 
ihais il peut arriver que la Courbe & fa branche 
foient imaginaires ; dans ce cas on a un point 
cfonjugué, Suppofons que nous ayons trouvé Tequa- 

tton r — — H ^ •+- 77 =» o. Négligeant le 

liernier terme on trouva deux racines égales ^ -^ t 
r= o. Mais en ne. négligeant rien te, rranfpofant I0 
dernier terme , 1 on a r ~ + -^ == ,. y 

prenant les racines il vient ' — T=^lt ir^('~0> 

p 

i»a r == -r '±;^ — v/(— i) * ; ainfi les racines fonr 

imaginaires , & Ton n'a qu'un point conjugué. 
C*eft pourquoi j à caufe des termes négligés comme 
infiniment petits, par rapport aux autres > on peut 
trouver une Courbe ofculatrice réelle , qui réelle- 
jnent eft imaginaire , & qu'on trouveroit teUe ea 
pou{ïknt le calcul plus loin. 

50ie 1 équation r — — 1- ^ -+- -j = o y en 

négligeant le dernier terme, l'équation a deux fac- 
teurs égaut qui donnent deux paraboles ordinaires^ 

* Si petit ^*on fuppofé a de ce qvi*il cxiftc, ^ V^s""*} 
eft mxc quantité imaginaire. 
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ofculatrices qui, fe confondent çn vme ^ ce Qui n^ 
prouve pas que la Courbe a deux ou quatre Dran^-. 
Ches réelles qui paflent par le point donné & qu( 
émbraflènt i*àbfciïre i pofitîve : car faifant paliei; 
le dernier terme a la droite du fîgne d'égalité ,1 
frenanf enfui tq les racines & tranfpofaiît , il vien^ 

r== H- j ±j-^-^(--w), Ti «^ eft peficif, 

t eft imaginaire & là Courbe n'a àuci^ne branphcî 
du côté des u pafirîfs^j niais ,fi u eft* négatif la. 
Courbe a deux branches réelles qui tépoi^dent à la^ 
même abfciiTé^^ [fig, 3.3 ) , l'une ^Tàutfe bran^. 
che ayant poui: parabole ofculatticè en a la mêmc^ 
parabole vulgaire. ^ ^ 

. ^5. On peut vpir patrli T^xiftence des points 
de rebroujfement de la fcçonde^ efpcce ; dans la- 
quelledeux branches de iaîB&riiéGourbe'font relief- 
ment difpofées que la concavité, de Tune^eft touî^ 
née du côté de la convexité de Tautre : ce qui ne 
vient pas de la .figure. des parabole» crfciifatrices ;"• 
car. .aujcune 'parabole> lie peut ôVôir- lès* branche^ 
ainfi difpofée$ , & s'il y avoit; ^eûK paraboles , aux 
branches a^c^xHr s'enjoindrcxieat deux autres, Maij^ 
cela vient de ce xiue parla nature de Téquation de 
la_Courbe% les branches da côté , des, ordonnéçs' 
po{ii?i\^ès foçt imaginaires , lès branchés qui répqn- 
' dent aux ordonnées négatives étant réelles ou réci- 
proquement. Nous en avons encore un exemple dans 

k'Courbé de ré(^iaTïbtiy=== v/^c 3*: \/x^ ( fig. 1 ) i 
car 011^ lie pçut' 'pasT fttppofer x négatif., ni prendre^ 
lé 'radical \/x em -^ , autrement y feroit ima- 
ginaire daiîs les doujc: cas ; en effet dans le pre- 

micr on autoity ssst v^-^x -1- V — a?^ & dans lé 
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fécond le radical \/x^ fcroit une quantité imagi- 
naire, ainfi ;què nous Pavons fait voir ailleurs (x). 
On peut remarquée que quoique les deux brancheg 
de cette Coutbe foient d*abord fituécs au-defTus de 
Taxe des x , cependant une dé ces branches coupe 
jbiencôt cet axe & defcend au-deffbus. 

66^ Cherchons maintenant qucUeeft la courbure de^ 
paraboles dans les autres points. Soit l^quation gé-. 
nérale des paraboles a'"^\pz=iq^ ^ on fuppofe n 
' p'^* grande que l'unité. Si on augmente p de la. 
quantité a; , & j de la quantité y , on auia a' — 'x 
(/^ + •*^) î= (.? "+"^)" > ^^ ^^ réfolvant le fécond 
membre en férié, iz" •"•'/? -j-û'""' xzz:q'' +nq*'^^y. 

«H- J:^-: if-^'^y^ -+• &c. De cette équation 

retranchant la première, il vient a"""^^ x:=z n q'^'^^y 

:-i r— i'-'-y -+- , - , H"-' y^: 

*jH &c. En fuppofant x &c y infiniment petits , 
négligeant les ternies qui difparoiilènc devant 
celui qui contient y* y on trouvera , eh ttanfpow 

tant, û*-^ -î»^ — ^ ?*"'/ — . r^^'^*y*=o. 

Mais réqùation a!^^* pTszzq" ^ donne 2- , ou j*-^ 

«= , & ^"*"* ses — ;— . Subftltuant ces var 

;: f . . • - Ç* .;...-•: -/; - : 

Ie^rs de §*""" , f"""* & divif^mt eorfuite para*^'^: 
on a 1 cquauon a? -t--^- -* — -^ X --r- «=» o .. 

^ ^v^ ... q -, - • v:: . -^Vr... .. 

ou ^ a: — ^ 72 p y -— -^-=^ = o* Pouf tranft 

.' .-- ; .*^/ ^- N .' -- '- '- 
porter réquariou aux ahfciffes t ^ pirifes fur U pe»^ 
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pendiculaire à la tangente au point donné , il faut 
faire ^=—^'^''^'' v - -5^5^i±J.'L * 

t étant infinimeni; petit refpedivement à // , 5c 
l*éqiiation deviendra envtranfpofant & divifant. 



u"- 



tien à la parabole ordinaire. 

Corollaire I. La courbure de «utes W 

{paraboles dans tous leurs points , excepté au 
bmmet 5 eft donc de même elpece que la courbure^ 
au fommet de la parabole ordinaire , & par confé* 
cjuent de même efpece que la courbure circulaire^ 
Suppofant p rabfcifïè , q l'ordonnée , b le para- 
mètre , on a par la nature de la parabole à'Apôl^ 
lonius b : q l\ q,} p i donc lorfque q eft infini-' 
ment petit , p eft encore infiniment plus petit ; 
^onc dans ce cas q^ ^ n^ p* = j* , & l'équation 

^vient tt* = — -r- — : — • Si p eft du même ordi» 

que ql y comme cela arrive dans la parabole ordi-* 
naire , le paramètre b fera fini. Si /> eft infiniment 
petit, refpeébivcment à ^^ , ce qui arrive lorfque 
« > 1 , le paramètre devient infini. Si p eft infini- 
ment plus grand que q'^ , ce qui a lieu fi « < i , 
le. {Paramètre devient infiniment petit. C eft pour- 



* 0n trouvera ccî; xnçmcs formules en faifant q =: a ^ 
np :±: b ^ voyez le n** 58. Comme qSc np ont les mêmes' 
£gnes (]iic a Sck ^ on ne doic rien cbanget aux valeurs de. 
Je a; &*dey (58). 
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Ijuoi prpnarit dans une- paraboîe quelconque un arc 
infiniment petit & fi proche qu'on voudra de fon 
fcmmet , pourvu qu'on n'y comprenne pas ce 
fommet , tirant par le milieu de cet arc une ligne 
qui lui foit perpendiculaire , on trouvera toujours 
pour cet arc une Courbe ofculatrice , qui fera la 
parabole ordinaire , dont Taxe fera fîtué fuç cette 
perpendiculaire prolongée s'il le faut , ce qui arrive 
il la Courbe eft convexe du côté de fon axe , mais 
alors le paramètre de la parabole ofculatrice eft 
jiégatif. 

6j. Coro'llaire il De-là on peut conclure 
que ce n'eft qu'aux points (inguHers que la cour- 
bure d'une Courbe peut être différente de la cour- 
bure au fommet de la parabole ordinaire , ou d'une 
©ature différente de la courbure circulaire. 

De la figure des Courbes dans 'un efpace finU 

68. Suppofons d'abord que l'ordonnée j' eft 
égala i une fondion rationelle de j> , dans ce cas 
y ne fera jamais imaginaire & la Courbe s'étendra 
à l'infini du côté des abfciflès négatives , auflî-bieti 
que du côté des pofitives. Soit , par exemple , 

y z=z -5^ , luppoiant x = 00 , on a 

x^ 
y = — : donc la. Courbe a deux branches infinies 

4u' genre parabolique, dont les branches de la 

parabole y = -7 font les afymptotes curvilignes ; 

!• une de ces branches a les abfcilîès & les ordon- 
nées pofitives, l'autre n'a que des ablcillès & des 
ordonnées négatives. Prenant le pointa (fig.ji^) 



Digitized 



by Google 



Courbes Ax-cifiRiQUE s. 13^ 

Ml ■ r 1 

-pour l'origine , & la ligne c b pour Taxe dei 
abfciflès , faifant rabfcifle pofitive ab^ss=,xt=szb ^ 
le taûieur x-r-b deviendra == o \ donc au point h 
Tordonnce j eft = o , & la Courbe pafle par le 
point bn Suppofant .v = o , on a encore y = o \ 
donc la Courbe paflè par le point a. Prenant du 
coté des .V négatifs a c =r ^ , le facteur x '\' a de- 
viendra — x+tf = -^iZ + ^=o> <loï^c la Courba 
paffe encore par le point c. La tangente de la Courbe 
au pointu fait, avec la ligne des abfciflès, un angle ^' 
dont le finus eft au codnus comme b\ a ; pour le 
point b cet angle eft tel que fon finus eft à fou 
cofînus comme ^. (^ + â) : ^*, & comme a-\'b\a 
pour le point c. Depuis a jufqu en b les ordonnées 
font négatives , mais elles font pofitives depuis b 
jufqu'à l'infini. Si A = o , la partie adb s'évanouit 
& la ligne des abfcifles devient tangente de la bran- 
che <2 / ( fig. î 5)» Enfin donnant plufieurs valeurs 
fucceflîves à a: , on mènera les ordonnées corref- 
pondantes aux àbfcilïès d9 ^ah^ak^ &c. (fig. 54), 
ou û A, <z P , &Ci (fig. 3 5) , & Ton connoîtra par-là 
la figure de la Courbe dans un efpace fini. 

Si on avoir l'équation y = "+; |/{i ax--' ■y^)"f^ 
\^{ax — a:*) , pour connoître la figure de la Courbe , 
faifant |/(i ^ jc — x^) = !f , décrivez le cercle ahhd 
( fig. 3 (> ) de cette dernière équation , dont le rayon 
fera = a* Faifant de même \/{ax — x^) =as « , ^ 

décrivez le cercle atCs dont le rayon = -. A tous 

les points g du premier cercle appliquez gMScgm^ 
chacune égale à /L ^ enforte que les ordonnées fg 
foient augmentées & diminuées de la quantité cor- 
tefpondante/L; les points M & /w feront à la Ctnir- 
be cherchée. On. fera la même chofe pour chaque 
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ordonnée /A correfpondante , & Ton aura la Cour- 
bet r/; fa M^ 9, qui fera compofée de deux feuil-» 

ks^, & dans laquelle y = :[ '^u. 

Si lordonnée y étoit égale à une fonékiort 
radicale de x , qui renfermât une autre fonction 
radicale de x , par exemple , fi on avoit y s=s 'n 
X/ioU" -+- **!+: V^cl"^ — x'^)^y di"5 ce cas on ne 
poutroit trouver la figure de la Courbe , qu'en 
donnant fuccelfivement plufieurs valeurs à * , & 
calculant. pour chacune de ces valeurs , la valeur 
correfpondante de y. En un mot on fuivroit la . 
méthode ci-deflus ( 2 )• 

Des lignes Courbes décrites far le moyen des 
infiruments* 

6^. PnoBiiMEi D'un point d (dp ^•j)Jitud 
hors d'une droite u t , ayant abaifféfur cette droifc 
la perpendiculaire ab ^ prolongée jufquen d j on 
demande la nature de la Courbe que décrira Vextrê'- 
mité de la ligne a d prolongée autant quil te faut y 
pendant le mouvement de cette ligne autour du point 
a y en fuppofant quon prenne toujours l'interceptée 
r n == b d. Suppofons que ad t^ parvenue dans la 
fituation an ^ du point n de la Courbe tirez n nv 
perpendiculaire fur ad. Faifons , m n = j ^abz=. a^ 
bd:zzrn=zby amz=L X ^ &/?2Î=:.r — £2. Le trian^ 
gle reûangle amn donne anzn \/{y^ + x^) ; 
mais à caufe des parallèles b r & m n , l'on 
^ V (y* -i^ ^*) '• X :\ b i X — a y ou ett 
quarrant , y * -+• at^ : a:* : : A* : a:^ — xax-^a^ ^ 
êc par fouftradion j^ : x^ :: b^-^-x^-^ 1 ax —a^: 
*^ •- X a a: 4* a\ Eaifant le produit des extrêmes 
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fSc œlui des moyens ^ & cetcanchant le fécond du 
premier , il vient x^y'^ ^^x^ zs.o 

>^,%axy^ — a tfj?^ 

Si on Tuppcfe hxtszid cz^z ^ Toquation ct-^eflus ^ qui 
renferme les deux Courbes décrites par les points d 
& c ^ «n fuppofant qu'on prenne toujours rqsz:t^ 
deviendra plus fimple à .cauiè des termes qui fe 
détruiront \ La Ctmrbe dont fious venons de trou- 
ver l'équation ) s'appelle la Conckoïde de Nicomede ^ 
qui eneft l'inventeur \ nous appellerons la Courbe 
d n ConchQÏdc ukcrieure^ Se la Courbe c q Conchoïdt 
Citérieurt, La Conchoïde ultérieure a la même figure 
dans quelque hypothefe que ce foit , c'eft-à-dire , 
que s'écaf tant de part & d'autre du point d ^ elle 
s'approche de la ligne x^.r y yers laquelle elle tourne 
d'abord fa -concavité i -mais bientôt elle fe fléchie 
en feiis contraire & tourne fa convexité vers i/ 1^ 
en s'approchant toujours de cette ligne qui eft ion 
afymptoce **^ La Conchoïde citérieure , repréfen- 
tée par la même équation ^ a pour afymptote la 
même ligne ut ; mais Ç\ b^<^ a 8c que le point c 
foit fitue. entre a SiC i y elle préfente d'abord fa 
concavité &. bientôt après fa convexité à la ligne ut^ 
*■ ' ' . . ' ' " ' ■' ",'■ ■ . ■■ j ^ I 

* Si Ton Tuppolè tfMi=«, ^M=y,^ quon fâllc at- 
tention que f Ik4 c(l parallèle à ^ r , oa verra aifémenc que 
y' (y^-f-jc*) i Xi. b: a^ — jc , ou\y* -h x^ : x^ i : ^* : a\ 
^^ 1 ax -+- ** , d'où Vùtx rire la même équation que nous 
avoi» dé)a trouvée pour la Conchoïde ultérieure. 

^"^ Car en fappofant que. rn =ssi reprcfente le finvLS 
total y np fera le £nas de Tanj^tc nrp = arh ; or à 
rintîni cet angle eft infiniment petit ; do^c à l'infini np 
9SZ JL. 5 donc , &c. 

Tome IL Q . 
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lie laquelle elle s'approche iroqdnuellement , à, pro^ 
|>omon que an fâic un plus grand angle ayec da^ Si 
% =: a y Se que les points c 6^ a tombent l*un fur 
sTaucre ( 6g. ; 8) , les branches auront pour tangente 
commune au point a y la ligne b a^ 6cU point a fera 
un point de rebrouâfement de la première efpece ^ 
iparce que les branches de ceae Courbe en partant 
du point a pour s'approcher de leur afymptote fc 
préfeacent leur convexité. 

^ . Ënân fi^ > a ( fig. J9) & que le point c vomhé 
fur le prolongement de ta , l'une des branche^ 
îera cqaty l'autre cam^ àt ibrte que dans ce cal 
la Concboïde citérieure eft accompagnée d'une 
feuille acq. i 

. 70. ProblIme. Trouver Inéquation de là Courbe 
4mqsa décrite. par le point m du cercle km qui 
roulé fur fon égal ba { fig* 40 ). Suppofant cju'aii 
irommencemeut du mouvement le point décrivant 
fe trouve en a ; lorfque ce point fera parvenu 
en m y il eft vifible que l'arc a b fera égal à l'are 
bfn. Ayant joint les centres des deux cercles par la 
droite c?X: qui paflè nécefTairement par le point de 
coniaâ ^ ( autrement la diftance c k ne feroit pas 
égale a la fomme des deux rayons cb «4- b k)^ 
mtSL la ligne k md jufqu'à la rencontre de ca pro^ 
longée. A caufe que les arcs égaux bmy ^^r apparu 
.«emient à des cercles égaux, les angles acb, 
b km feront égaux j donc le triangle dck eft ifo- 
celle ; donc c d = dk^ & </c,— àc:=:,dk --,mky 
on da == dm ; donc la ligne .droite a m coupe le^ 
côtés d c y dkàxi triangle c dk en parties propor- 
ribnneUes j donc a M, eft parallèle à c k\ donc dh 
^ùi ccfupe- r^ en- deux également , coupera auflî 
41 772 en deux également en t ; donc at :=i im^ 
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ï>e plus d b coinçant çn deut également ta baie 
au triangle ifocelle c dk y cft nccellairement per- 
pendicaiaice ûic cette bafe & par conféquent aiit 
noyons bc^ bk; donc i° ell««ft tangençeaaxtlçuXL 
ceixies ; donc i° cl ta eft perpendicukisç à k 4igne 
um , parallèle ici-. Menons m h perpendiculaire 
fur cd ^ te appellant r le raydit ^boxybkj^ faifons 
en 3a=r X ^ an xs= ^n^^^^ac^sr x — r , tknz=iy ^ 
{amy:=z [rMn)-^ {na}* szy^ + (;^.-^r/, ai 

,(--. ^^^ . ^^^"^^^i , A cwfe cfes triangles fcm- 

blables vdb y adt y Ton a c ^ : a r :; c^ :V<7^ 
o\x fubtrahendo ^ çb\ cb^at lied : ca ^ ou r : r 

;-^l2l±±L=:n,:e^:r; donc . </ « 

* / / x 1 ; - " " \- ' . > ^ai^ les triangles c^^/I 

#2 47 m ayant les aagleis en ;« £c c ^aux ^ &: les 
angles en ^ & yz droits font femblables & donnent 

€d: cbllamtan y ou 77-7 — ■ v ;r:; 

y i |i> ■' |ii «Il i «ii«n* !■ . ■« ■<iii I 

% 

%^(y* 4. (x* — r )*) : AT — r j ou ( en multipliant les: 
deux premiers termes pât le divîfeur du premier, 

& les'divifant par r) r : r >-. ^^^^ "^^^^^'"'^ : 

|/(^» 4. (a: ^ r)*) : AT — r ; donc égalant le pro- 
duit, des moyens à c^^ai tdes extrêmes , ta?— r* 

sz rV(y^+ (x-^ r)*) — (^liiflz4-),ou trant 

çofant , développam ( ;c — r)* & réduifant , 

Q X 
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x^-^y^'-r* = r »/(>* +(ar-^rt*) , ou ôcanc la 

fraâion , & faifant les opérations ordinaires 
y^ + 1 x^y^ -t x^ = o équacion qui exprime 
— 6 r* y^-^ôr^ x^ lanacurede la Courbe 

+ i r^ X amsa , qu'on appelle 

*- } r^ Epicicloide^ 

71. Problème. Suppofant une équerre nam 
(fig. 41O > dont les iranches foient d'une longueur 
quelconque j mobile par fon fommet a y autour de 
l'extrémité a de la ligne ai j Juppofant en même 
temps, qu une ligne indéfinie m n perpendiculaire. fur 
ab J fe meuve de a en b parallèlement à elle-même , 
on demande l'équation de la Courbe ano j que décrit le 
point de concours n des lignes adn^mn y tandis que 
le concours m des lignes am ^ nm décrit la Courbe 
amb. Soit a p =sss X ,,p m ss^^^ pn zzy. A cauic 
de l'angle droit na m Se delz ligne a p perpendico- 
laire mr l'hypothénufe nm du triangle reâangle 
n amyonz p m :a pi; a p :p n yOix^i x ::x :y; 

donc r = — , Si dans cette valeur de r vous fubfti- 

tuez fa valeur en x donnée par l'équation de b 
Courbe ambj dont ap ett rabfcifle & ^ /tz rordoti- 
née , vous aurez l'équation de la Courbe cherchée. 
Soit amb un demi^cercle dont le diamètre àbzz 
ztf , /7m, ouif fera = ^/(XiZAr— a:^) , & Ton 

aura l'équation |/(i <2 at — ;ir*) = — , ou en quar- 

xant , z^AT —^*=--. ou v*=- , oa 

y^ = . 

. On trouve la même équation fi on propofe ce- 
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Problème. Ayaat décrit lui demi-cercle adb fur le 
diamètre ab y par l'extrémité duquel on a mené la 
perpendiculaire indéfinie bu y àxi point a menant 
a tous les points a de ub des lignes a nu y en 
faiiCant toujours un égale à la corde correfpon- 
dante a d , quelle eft la nature de la Courbe qui 
paflè par tous les points n ainfi déterminés? Cette 
Courbe eft aj>pellce la Cijfoïde de Diodes fon in- 
venteur. Mais démontrons aue , dans la Courbe 
dont nous venons de trouver réquation , on a tou- 
jours un = da. Ayant tiré la ligne dm y àcaufe 
de Fangle droit dam^ daim fera une demi-cir- 
.conférence Se dm un diamètre; mais l'angle a/ti A 
eft droit , parce qu'il eft appuyé fur le diamètre ^û; 
donc m A eft parallèle & égale i da ^ donc b m 
eft parallèle k nu ; donc unb m eft un parallélo- 
gramme ; donc un:=z b mzzzad; donc la Courbe 
dont nous avons trouvé Véquation eft la Ciffoide 
de Dioclès. 

. ■ x^ 
C on o LIAI ILE L De réquation^* =: ; 

on tire y =5 -4"^/^ ( — !!")> ^^^^ ^ chaque ab- 

fcifle ap répondent deux ordonnées égales /^«>/^y^ 
l'une pofitive , Tauirte négative. Si Ton fuppofe 
a/^ = xzz ab= la^ Ton aura la — a- = o & 

y^ ^ — = 00 j donc les deux ordonnées qui ré- 
pondent au point b font infinies , & la Courbe 
a deux branches qui y partant du point a ( qui eft 
un point de rebrouffement de la première efpece) 
vont toujours en s'écartant de l*axe a h. La ligne u t~ 
eft l*afymptofe de la Ciflbïde : car lorfque la ligne 
^d a nu devient s= -^ i^ le point n & le point m 

: ^ ... :.. ...Q,„.... 
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s'approchent infimment, de même que le point n 
Se le pomc o : donc , Sec. 

CoROLLAiiLE IL De Tcquation :f = — , on 

peut tirer aifôment Téquation d'un très -grand nom- 
bre de Courbes : car fuppoibns que l'équation de 

la Courbe ait eft *-—*•= ?-, ou ç r: IT^ jci 

«±s — , on aura (eh ptenant les puifikûces m) 

*•— »:r»=:^. MultipEailt pat^", divîfant par 

iff^-^n & faifantpm» p«-*, on a >'"• ss 

^-'* **"•-•, équation de la Courbe dans ce cas. 

Si la courbe al m étoit une hyperbole équîlatere , 

dont le premier axe £ut=: m * on auroit î ^ V Im+V 

8=— ^ou itfAr + x*=i— ,ôtt mulnpiiant p^r^ 

& divifant par a: , ^* X ( ta + x) == x^ , & enfin 

y* S3 ^ équation de la Courbe cherchée dans 

Té eau: Si la Courbe tf/;».^toit une pàfabofoitcFe 
défignée par TéqUation rt^r" + ^ ;r'' -f-^'» ï> oh 

«roit --i= d x*' ^ i x^ 4- d ^ on Y = r^^ — —\ 

qui feroît Téquation de là Courbe a no^ 

72. Problème. Quelle cfi ta nature de la Courèt 
ifuc décrira U foint a de t^équcrre mâtt j dont î^ 
tranche amzz a^ en fuf>pofaht que l'exfrêmité èi 
de eette branche fe meut fur ta lig^ie nm s ^ que 
foutre branche mdéfinie a toujours un dé fés 
foims fur k point fixe n de /« lipiè mdf^rtk^nfi 
.oit np ^sa x-y pà ^Bxy^ A'^sM^e^àtuT)^ pel^ 
endicul^ire fur Thypothénufe /i /n du trkngle recrr 
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jKIfigle nam , Ton z np : pa : : p-a : pm ^ on 

^iy y.y: pm zz:--. Mais le triangle redtaiiglfe 

pam donne (a /»)* œ (^f )* ^ {p m)l , cm n* ray* 

■+■ — ; dpnctf*** ==y*^*-+-y^, ouj^^ +y^x* 

•— a* jc* st ^ équation de la Courbe. 

Des Courtes dont on trouve l'équation par des 
t propriétés données qui dépendent de plufieurs 
points de feclion. 

' 7 j.Ètâîit donnée unef Courbe >iB^/7^(fig. 41), dont 
Taxe des abfcillès foie ab j8c domi m 6c b n foienc 
deux ordonnées correffpohdantes à la même abfciflc 
a èj la {bmme b m^b n des ordonnées^ leur produit, 
la fotnme de leurs quarrés, & en général kt fomme 
de leurs puii&nces quelconques peut être fuppofée 
donnée , ou par des confiantes , ou par une toncr 
non àt xt=i ab. A caufe qu'à rabfçiflè ab répon- 
dent deux ordonnées btAybn^ la valeur de y fera 
double ; donc elle fera déterminée par une équa^ 
tion de cette forme \y*— zrhy + #2 =; o. Cette 
équacion étant réfolue par la méthode, du fécond 
degrd> donne deux racines >' = 7» Hh V (^^ -^ "}• 
Ceft de €es valeurs de y qu'on doit tirer Téqua- 
tton qti*exige la propriété donnée [m &c n doivent 
être données toutes les.dèux , ou au moins Tune des 
4eux par unç fonftion de la variable x , Tautre étant 
iine cônftanre fi la çtopnété -demandée Tëxige) 
& dont la valeur fûbftituéè dans Téquàtiort fuppofée 
donnera les Courbes (|ui jpuiilént de la propriété 
donnée. 

. 74, pRpBL9M£. Déterminer ies Courbes datù 
Vî«^/6tf U reSaagl4,tm x,ènf^p. Donc bm^bif . 
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== (m+|/(/72*— /z) ) X (m — j/(m*— /2))=-|-a=^^ 
Subftituant la valeur de n dans l'équarion gçnérale^. 
on auia y^ — 1 m y -4- p s=s o , qui donnera la 
Courbe qui jouit de la propriété demandée quelle 
que foit la valeur de m. Si /? eft une quantité conf- 
tante '3=z a^ ic m= a --^ d x ^ l'on aura y — - 
(i i2 + 2 i/ jf). j^ + tf* = o , équation à rhyperbole 
rapportée à fe$ afymptotfs ''' \ en effet on lait que 

Cette propriété convient à l- hyperbole. Si i» = — », 
réquation devient ^^ -^ — +/ = o. Si/= at'. 



on a j^* — ^ 4- x^ = o , ou a y* — ' 2 x^y -f 

4Z AT^ css o , équation qui ap^rtient à une ligne du 
troifieme ordre , qui a la propriété demandée* 

75- Probl&me. Trouver Us Courbes danslef- 
quelles la fomme b m + b n de >deux ordonnées 
corre/pondantes à la même abfciffe ab ejLzs, /?. 
Puifque le coefficient du fécond termed^e cqua* 
cion pris avec un figne contraire eft égal à la fomme 
des racines (voyez îAlgebre ) , on a x*«i =r A jsrz -{« 
bn; donc l'équation générale devient y* — py 
4* /s =s o , quelle que foit la valeur de n. Soit 
p zn IX y&c n :oz };c^, on aura y^ -^^ ly x -+- 
3x^=0, équation à mie Courbe , d<mt la fbnune 
des ordonnées eft double de rabfciflè. Soitp s=iia^ 

x^ 
« = a* — — , réquation deviendra JK* — 1 <îj +^ 

*■' ■■ '■ * - » P I ■ I I il ■ I ■■■■ H « l i l P I ■ 

* Poar comprendre cpmmeni cette éqaation appartient 
à rhypetbole rapportée à fés afytnptotcs / on n'a <^q*à (c 
lappeliçr ( i ^ ) qu'il ruffit pour cela (jue le ouarté des or* 
données manque dans réquation 5 ôr en changeant y en 41 
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-«*«-- — =!= o , oa(y ^a)\a = x^ , ou ( en fai- 

lant j — a = :( ) x^ = <2 î* , cquarion à la féconde 
parabole cubique. Pour le faire voir , fuppofons que 
ISAfd (fig. 4}) repréfente la féconde parabole cubi- 
.que , a étant l'origine ^ ab l'axe des x. Prenez af 
parallèle aux ordonnées & = a , oar le point fmentz 
fg parallèle à c i; par le point /pris pour fommet , 
<lécrivez Çen prenant fg pour Taxe des abfciflès ) 
la féconde parabole cubique , dans laquelle les 
cubes x^ des abfciflès /^ font égaux aux quarrés 
<les ordonnées c g multipliés par a. Ayant mehé 
une double ordonnée quelconque b m , i n on z 
.toujours bm + bnz=zia. Au point c où ^/n = o , 
on y, cd = la^ Scenp où l'ordonnée /?M eft né- 
gative on a/> N — ;? M =: 1 a. 

7^. PaoBLiME. Trouver /es Courbes dans lej^ 
quelles {b nif" + (^ /z)^ = f|. Par la natuçe du Pro- 
blème on a/; = (;w+v^(/i2*— n))^+(m— j/(m*— «))* 
c=4/;î*— ^ 1/î; donc en divifant.par 1 & tranC- 

pofant, 1/72*— - = 72. Subftîtuant cette valeur 

de /j dans l'équation générale, on aura^'*— i/wy 

i-J- 1 m* -*• - = o, Suppofons^= a a* & /» = — , 



itf jry j i<i « ^^ 



.a ^a 

— fl»=0, 



.1./ . ^ ia*y . la 

pour avoir 1 équation y^ — — -i — |- —^ 

qui eft à l'EUipfe. - 
. Pour conftruire cette équation , prenez 4/= / 
Cfig.44) ^fd'Z=.ayap égale & parallèle ifd , tirez 
la ligne a d ^ 6c fuppofant les demi - diamètres 
conjugues ap^ ad ^ fur ces lignes prolongées de 
.part & d'autre du centre a , décrivez l'EUipfe mdp\ 

p L'é^uattoo par rappoxt aux diamecrcs conjugués donc^ 



Digitized 



by Google 



'•^T'^i^mmÊr^mm» 



150 Cours vm Mathématiques* 

.,,11. , ■ ■■■■■■» #. 

Ayant mené une ligne quelconque min ^ on aim 
toujours [ b niy- + f ^ /ï )* = a <i = 1 X (^ p^* a & 
û ap:rs ad 8c que l'angfe p ad foit dtoit , l*£}- 
ii^fe fe changera en cercle , de force que TEliîpft 
6l le cercle ont cette propriété. 

77. Problème* trouver une Courbe dans là^ 
^cile ( A /w )^ -4- ( ^ /r ;' d /? ( fig 41 ), On aom 
-dOMc p s= ( /ïH- j/^ITi V -4^ ' m -— |/w»**— «;* 
ssiZm} ^ 6 mn i donc (en tranfpofant & divifant 

par (î /n ) — — ?a^ /i ; donc réquation géné- 
rale deviendra j* — 1 ;» j H- y m* — - — = o. 
Si p =s 1 4 j^J &r I» CL **, on zy^ — 1 x* j + f 4r^--^ 
---. = 0, du 3^ — 6x^y Hr-4X^ — i2jc=:o, 

•qui repréfénte une lirn&du quatriettie ordre qui a 

4a propriété deman<ke. Si p sssia^ Se mvsax^ 

a*" 
on a^^— ixj' + ^ AT*— — c= o , ou ^y^x — 

.^'*^*>' -+- 4^:^ — a* = o , équation ^ui repré- 
fente une ligne du troifieme ordre , qui à aufli h 
propricté demandée* Si m = ;r' &: /> i= <S ^z» a^^ , oft 
aura^* — a Ar'y -+- p ^*' — ^ ^'' = o , ou iy^ — 
'^x^y + 4a:*' — 3 di;c* =î= o , équation qui peut 

^1 I !■■ il M I I ■ , - ■ I l r . »rt > 1 ■>■ 

il $*agit ici fera k» = -^ X ( g* — t* ) » ou « = J. *• 

X Vd''— t*), en faifant tfitrrir,*! P î= { , P «e=r?rti3t=«. 
Or en donnant ruccçflfivsmenc plufleurs valeurs à f , oh 
décrira facilement la Courbe de la manière que aeus l'a* 
.irons en feigne ( 1 ) ; de forte qu'en iBcnant k$ ordonnées 
P m , P /i correfpi)ndantes à chaque al^fcifle a P « Ton aura 
*une Ellipfe d'autant plus ezftAe qoe \t% vsLÏewhdt u feroik 
plas ezaéles âc les plus proches les iras des annxs* 
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r^préferter une Courbe d'un ordre quelconque, Sf 
qui jcujt de la propriété demandée. 

Nous avons iiippcrfé dans les Problèmes précé- 
dents qae les ordonnées croient parallèles entre 
elles. Mais fi les fécarites de la Courbe doivent 
pa-rtit d'ua point que nous appellerons le pôle de 
Ix Courbe , il eft nécdOTaire d'exprimer la nature 
de la Courbe d'une autre manière que nous n'avons 
fait juiqu'ici. Soit ane ligne fixe * c ( fig, 45 ) de 
l'extrémité A de laquelle on tire des lignés *« qui 
doivent rencontrer la Courbe > il faut exprimer la 
nature de la Courbe pat une équation entre le^ 
lignés bM{i)5c une quantité dépendante de l'angle 
variable mbc s: q^ comme feroit fin. q , cof. q , 
tang. q , &c. 

78. Nous allons donner une méthode par la- 
cruelle fâifimt les coordonnées perpendiculaires 
èfi :sz X 6c p m == ^ , de l'équatioil entre ? & f 
on peut tirer Téquation entre y Se x 6c récipro- 
quement^ Le triangle redangle èp m donne :{ zaz 
Vi^^ 4->^)- L« même triangle ( en faifant It 
rayon =: r ) donne V( x^ -t-y^) : j ! : r : fin. ^ ; 

donc ^=: ,,y, ,\ (A). Il eft vifible en- 

co«e que cof. qirlix : ï/(^* +7*) i "^^^ 

*™ • /Va . — : (B ). Le même triangle donne xi 

y : • r: tang. q & — =— i 9k= ~. Pour les quantités 

dépendantes de :f & de ^ > fubftituez leurs valeurs 
•fen X de Yyic .de réqùàtidh entre ^ 6c q vous paC- 
feter à Téquation erttte x &y. Si dans l'équation A 
%<>us;fiibftituez ^ à li> plax» dô V(.v^ -ty* t > vous 
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aurez ( eu multipliant par :f ) j^ = — ^-^. Faî- 

£mt la même fubftitution dans Téquatioa B ^ Se 

,.,.-. r coC q 
multipliant enluite par :[ , on aura x = • ^ 

Subftituant ces valeurs de x & de^ dans Tcqua- 
tion entre x 6c y y vous aurez réquacion encre 

Si la propriété demandée exige deux fecanres 
i m'y b fiy hcuces fur la même ligne , on prendra 
réquation du fécond degré :f '— xm^ + nzizc (D) , 
dans laquelle m 8c n font cenfées être données par 
l'angle q , commun aux deux fecantes , on déter- 
minera enfuite m , ovl n par la propriéré de- 
mandée. 

75>. Problème. Trouver la Courbe dans laquelle 
le produit de deux fecantes b m^^ b n j^ Ji tuées fut 
la même ligne & tirées d*un même point b jufquk 
la rencontre de la Courbe > efl une quantké conf" 
tante = a^. Puifque le produit des racines d'une 
équation du fécond degré eft égal au dernier terme , 
on aura /2 =: a* ; donc l'équation générale D de- 
viendra :f* — i;72:j + iz^ s= o. Si Ton fuppofe 

m = , on aura j* 1- û* =: o» 

Si dans cette équation on fubftitue V^{^*+^*) i 

la place de r Sc-^rrri — n au lieu de ^— ^ , eU# 

deviendra x^ ^ y^ — 1 ^* -^- û* =» o« Pour 
conftruîre cette équation prenez bc :=i b & crfia 
|/( b^ — «*]• Du point ç pris pour centre avec le 
rayon cd j décrivez un cercle & vous aurez la 
Courbe demandée. En effet A 4^ = i — v^(^* — a^\ 
£c kf=ssib'+^ y/Çi^ — ^*) y or par la propciété 



Digitized 



by Google 



M II II . I ■ ■ ! I ,11 ail 

Cot7RB£S ÀLGiBAIQUES. 



^5î 



du cerce ( voyez la Géométrie ) hmxb n:=z 3/x, 
bdzz{^^ V/^^W) X (^ --|/^*-J?) = a* i doniî 
hi Coube cherchée eft un cercle. 

80. IR o B i. i M £. Trouver la Courbe dans laquelle la 

Jommf ss deux fécantes Bm'+'bn eft une quantité conf»^ 

tante -=17. à. Parce que le coefficient du fécond terme d'une 

équatio pris avec un (îgne contraire eft égal à la fomme 

des rames « on aura 2 nt == x ^ & /n= 4 ; donc Téqua-' 

«ion rdcvicndra i^ — itfç-f-/i=:o. Sin^=, ^— 5 à 

r ^^* î * ^ -> ' r 

caulc c i ;= -- — , ■■ ^ ■ %. (^78) , on aura .— -— =: 

~, Subfiituanc les valeurs de — rr— de de r, 

* . col. ^ ^ ' 

Wquaon deviendra jc* -f- >* — ^^ VC^^H-y*) •+• 

,. X —''^ oUAr»-+-y»— (itfjr— -f*)X 

!l^f±^ = o. ou *.+/=^.. (a.-.^). V^CfltyÔ; 

A», . . 

ou(*H-y»)* ==tf^Ci;c--*)\ ^^^l^t^, 6u (muU 

sipiùt par ** & divifant par je* -+-y* ) 3>f* -+■ x^y^ssz' 
a\çx — ^)^, équation qui appartient à une ligne dili 
qnaieme ordre. 

igPitoiLBMi, Trouver une Courbe dans laquelle la 
fome des quarrés de deux fécantes b m y b n fou ixs p ; 
p ént une fonHion quelconque dépendante de q , ou une 
quaitê confiante^ Les raciiies de l'équation D tout [^zzim 
Hh/(«* — «) » .{ ==» I»— V(»»* — «) > *a fo4imc <1« 

ku quarrés eft4«»* — x«=7> ; dofic-/i==im* — f-j 

& équation D devient ^^— i/»î •+• 1 m* — -^ =oJ 

Si & m font fuppofcs des quantités conftantes » Téqua- 
tic, qui après rélinilnàcion de ;^ fera du quatrième degrié ^ 
apirticiïdca à un ou ckui cer-cles. Pour le prouver , dif^ 
pons l'équation de cette manière , ;j* — xw ^ -H m* == 

£ - tt^. Prenant la racine quarrée de part 5c d'autre » il 
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Vient î — w =ae :;^K (^ — m»). Si - = m» , airs ^^ — ' 

m = o 9 ou f; = m ; donc i» rs y^ ^ 4p* -»+- y*') ^ m*=3 
«* -+- y* * ou y* = m* -*• ** , ^<}uaciQn à un ccr'« donc 
le rayon -zz m; dans ce cas les ( partent du cette « c« 
cjui e(l évident : car alors Tune & Tautrc fëcittc cft 
=: /n y & la fommc de leurs quarréi eft 2 m^ tip. Si 

^ "^ w* , la Courbe eft imaginaife. Mais fi ^ }> /^ , fi, 

par exemple , ^ = j m* , alors { — «=:î;^im^{ss 

j« + 1 »r , eu V ( Jt' -f- y* ) £= m i. 1 « , équacic qui 

appartient à, deux cercles ^ dont l'an 2 5 m. pour r;on , 

pndis, que le myon de Tautre eft =s — «. PécrtYczlonc 

dcîix cercles concentriques ( fig. 4^ } , dont le rayon (àz 

Tun foit= } m & le rayon ^^ de 1 autre = m , ^ ment par 

k centre ^4e6 fécantes nhl^ ^fkz qui rencontrent kscuz 

cercles. ;Mais quelles font les (ecantes cherchées , pot 

la fomme djès quarrés ;= ^ s=: io« m /r. Si vqus. puer 

tes fécantes qui aboutifient à la circonférence d'un nnio 

cercle. , vous yerrez que la fomme de leurs quarrés x^eeuf 

donner la quantité ;? : car /i^ = 5 m = ^N ; )nc 

(^/iJ*«4r(*N >*s=t i8.«* î mais ^« =s= ^ Msssrj» j kic 

ikmY -^ {hUf = a./ii\ Il eft facile de voit^uc 

(^m )* -f- ( ^n )^ = OT* -f- ^. m* = 10. /»* j ajn i^ 

£iutpce«dr« lès fécantes qui abouttflent aux circonfêretes 

l)e^ deux cercles. 

■ «. r r » - tf.fin. ^ ,,, 
Si on fuppofe ;? = 4 u * & m =r • — ^ ^ 1 cquatioD 

deviendra » èa fubftitvaot Ja valeur de « &' celle de t, 

fil}- ^ , 1 <j^. (fin. tf)* . ,^ - 

Jfin. 7')* =7=3 r* — r-(cQf. j)^, Subftituant cette valcure 

(fin. qY ^ réduifant , la dernière équation devient {;^- 

fin, ^ 2tf\ (cof. ^ * '. ^ r- y 

xaz, - — - -— ; ^— ^ = o. Paflant en fuite a - 

èuation entre x&y, on trouve (Jt^+y*)* — 2tfy.>»+^ 
i— itf^^AT* =3= o, équation à une Hgnc du quatncme ord^ 
oui jouit de la propriété que la fomme des quarrés de d^ 
fécantes eft égale à une quantité couftan[e ^a^. ^ 
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« Des Courbes fcmbUhlcs^ 

tx. p4QS toute 4<]U4ti9ii à uo« ligne Courbe , entre 
tes coordonnées perp^adiciUaires x &, y , il <ioit fe trouvée 
une ou pluâcius qiu«cicés conftantcs , tdies que a^ b ^ c ^ 
qui d^(igjacnt des W^wt^ confiances, ^ qui avec les varia* 
blcs X &i y for(ne(it p^frtoup des termes de la même dimcu* 
4on s. car ii^aps qn.. terme «» a au ptodoic de trois ligne* 
jpultipliçes les m^>ipA^, k#. autres , il eO nécel&ire que 
i^hacuQ, des aujti;eA li^s^est jcpotienne on produit. de trois 
Uguçs iii plus 9i inmas , ancjfement il faudroit comparer 
uri produit, de . troi$ lignes avec un produit de deux lignes ^^ 
^r èxccnplè , ou de 4 , ou de: 5 » ou de 6^ &c ce qui ne peut 
il; faire, e?fçe^uc.cç (avx des quantités. hé,térogencs. Il peut 
cepe^d^nt arriver ou on ait fait une ou plufieurs lignes 
^gèics'i' firhhé; ou qifune ligne confiante foit exprimée 
par un nombre différent de Tuniré : comme ,;par exemple , fi 
aiL>cxprinlt>iL tf6e4igrté 4^. trois pieds par !c nombre 'f. De-là il 
fuit que il Ion avoir une équation rationnelle telle que «»-+- 
4 i«f — « y "4- c x^-r^y^ r4-' .,..-+- ay^ = c } en fup- 
rofant q^ue tous les coefficients ^> c ; &c. font des nom- 
bre» , &rquo tous ios termes confédérés par rapport \xScf 
&fic honfiogen^s , e*eft'4'dit*e de mente dimenfiotl , réqua-4 
tioii feroic compofée de m faéi^eurs de la forme jr — p^ 
2= & , /y étant un noitibrt ré'eï oci imaginaire ; ot Téqua- 
ttoa PC -— •Jj' = o , -eft àia ligne droite ( 7 ) , & cette 
tgac fera imaginaire fi/» eft imaginaire. Si Ton avoit 
ap' '-|- }JÉ*y -|- 3 xy^ H- y^ =0 , ou («H-y)^ 
*x o , i4 eft vifible que l'équation renfermeroit trois lignes 
droites , dont chacune fcroit exprimée par l'équation x -^ 
y i=si o , ou X =z — y ', de plus ces lignes t6mbcroieni( 
mutes les unes fur tes autres. En génial une équatioit 
entre x 8c y , dont tous les termes {bat homogènes , & qui 
ne contient aucune ligne confiante exprimée où- fous entent 
due , ne peut appartenir- à une ligne coufbe , mais elle 
repréfente tout au plus un affemblage ou fyfiéme de lignes 
droites. 

Suppofons qu'une équation entre x Sr y contienne une 
feule ligne confiante^ ,'de forte que les lignes 4, x , y 
Joanent paMoac des termes homogènes. Dans ce cas , fcloA 
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les différentes valeurs de a » Téquation repréfemera dcÉ 
^Couibcs, qui ne différeront qu'en quantité , mais qui da 
refte feront en tout femblabies. Ainfl tourcs les lieoes 
courbes qui fe trouvent dans ce eas font cenfées feiftbiables* 
Tels font les cercles qui ne difi'érenc qu'en grandcar à 
caufe de leurs rayons plus grands ou plus petits. 

Pour rendre ceci plus clair ^ foit l^c^uation y^— f- jcjc— « 
xax sï=: o (A), qui fe trouve dans le cas dont nous 
venonside parier. Appelions la coudante a le paramcttt de. It 
Courbe déhgnée par cette équacton , &. foicfappofée A Qr^a 
(fig. 47 ) , A M B la Courbe de l'équation A , eu prenant A B 
pour l'axe des abfctiTes & faifimc A P ssr ap , P M =^ y. Sup- 
pofons maintenant que le paramètre devienne =:ïï=«^ (ng. 4S), 
A q b étant la Courbe que Téquation repié/^nte dans 
cette Tuppoûtion 'y les Combes A MB, dqh feront fcm« 

blablcs ; car fuppofant j^ = - & prenant aA=z — =3 

-. , hq ssi s= ^ , fi à, la place de 4 , « . y oa 

écrit refpe^ivemcnt -,-#-, tous les termes de Té- 
^ n n 

quacion fe trouveront divifés par nn^ta en faifant dif«. 

paroitre le divifcur , on aura la même équation A que. 

ci-deffus. ... 

S 3. Les Courbes femblabies auront cette propriété qu'en 
prenant les abfcifles AP^ ^^ en «aifpn des paramètres» 
les ordonnées corrcfpondantcs «fetont au/Ii en raiCbn des 
paramètres. &. par conféquent proportionnelles aux abfciiTcs.. 

Les lignes Umblablcment tirées , les tangente^ , fous- 
tangentes 4 les normales fc fous - normales. , les Çoorbes 
ofculatrices aux points correfpondants « les arcs fem* 
Iblables ( c'eft-à-dirc correfpondaucs aux abfcilfes AP , ^lA, 
ptoportionncUc&.avx paramètres) feront des lignes dans 
le même .rapport que les paramètres , & les aires cor« 
lefpondantcs aux abfci/fcs A P ^ ^ Afcront en raifon doublée 
des paraznetres. 

II cft vilibic que tous les cercles font des Courbes (cmr. 
blablcs étant Tcpréfentés par l'équation- x ax — x^=^S 
De même contes les paralsoUs . vulgaires » repréfeucées 

pat 
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par réquatioh a x ^=^ y^ , fonc des Courbes fcmblabics»' 
Î4. Problème. Etant donnée une Courte A M B ( fig. 47) ^ 
en trouver une autre àqb ( fig. 48 ) qui lui foit femblablç^ 
Suppofons qu'on demande que les abfciflcs aP (;f) foienc 
aux abrcîfTeis ah {p) comme i : n , & que Tanglç des 
Coordonnées foie droit» Faites i : « ; : AP : ah=p6c vous 
aurez le. point h fitué fur Taxe a A ^ / de la même manière 
que le point P Icft fur Taxe A P B» Faites de même 1 : n: : 
P M (y ) : ^. Prenez h q =z q ^ la Courbe cherchée palTera 
far le point q. L on trouvera de même tant d'autres points 
que l'on vçudra , qui appartiendront tous à la Courbe 
aqh y Temblablea la Courbe A MB. Pour avoir réquatl&ii 
à la Courbe aqh dont les coordonnées af^^ hq foot rep^-; 
fentces par p Si f , on remarquera que i in ::AP (*): 

p , & que I : /ï : : PM (y) : q ; donc *= ^ & y = ^^ 

n If 

Subftituant ces valeurs dans l'équation entre :e & y ^ on aura 

réquation encre p Se q. Cette équation contiendra des 

fractions , djnt le «ténominatcur fera quelque puiffancc 

de /z. Si l'on ôte les frad^ions & que les quantités a , /? , f 

foient regardées feules comme déterminant les dimcniions 

de chaque terme 5 le nombre des dimenfîons fera le mémo 

dans chaque terme. Ceft par là quon peut fàcilcraenc 

teconnoître ces fortes de Courbes. * 

Soit y* = 2ax — «*^ , équation à un cercle , dont le 

diamètre = l'a* Si on fubftitue ^ à la place de x . Se ^ 

n '^ n 

4^ % à p- p* 
à fa place de y , on a i- = — ^ — ^ , ou j*^ =: 

* '^ H* n nn ^. 

lanp — /?* , équation au cercle, dont le diamètre cft 
i== xna ; donc tous les cercles font des Courbes fern- 
blables» / . . 

Soit y* ç=5 rfx Sttbftituant ^ à la place de y , Se ^ 

ii la place de jn: , on a ^ == •— ^ , ou 5* =s « rf /? , équa- 
tion à une parabole , do%t le paratnetre ±=^ n a ; doi.c 
toutes les paraboles vulgaires font des Courbes fçmblables« 
R £ M A R Q u E. Quoiqtiç noai ayons dit que le nooibife 
Tome II. R 
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éc$ dimen fions dans chaque terme d uoe équation à unt 
Courbe , doit être partout le même , néanmoins il peut 
fè faire qu'il paroiue différent. Par exemple, nous avons 
trouvé que Téquatign à la parabole étant ^ a: = y* , 
réquacion à t«iccs les Courbes femblables étoit q^ =: nsp ; 
êi le fécond terme paroît a^oir trois dimcnfions , tandis 
que le premier n'en a que deux. Cela vient de ce que 
la lettre n défigne un nombre & non une ligne. S'il arrive 
due le nombre des dimenfi<)n$ d'un terme (oit trop petit , 
il faudra fuppofer ce terme multiplié autant de fois qu'il 
fera néceffaire par une ligne qu'on fbra := i.*Si le nom« 
bre des dimenfions eft trop grande on fuppofera ce terme 
divifé autant de ibis qu'il e(l nécclTaire par la lignec=i ^ 
où bien on fuppofera qu'une ou pluileurs lettres reptéfentenc 
des nombres. 

Des interférions des Lignes algébriques^ 

8 5, Si une ligne droite an C %• 49 J coupe une 

Courbe dmn aux points m & /z , il eft viiible qu'en 

prenant a q pour Taxé , & a pour l'origine des 

àbfcllles , les ordonnées pm ^ qn qui répondent 

aux points d'interfeélion font communes à la ligne 

a m & à la Courbe dn^ Soit la Courbe dmn une 

pacabole^ dont le paramètre =/?, faifons ap=^x^ 

A d = a , & par conféquent dp ^s=z x — et ; 01 

l'cquation â la patabôle donne p X dp.s=i yi ^ 

donc p.(x ^ a) =j\ Soit le cofinus de l'angle 

m ap ^ fon fînus , coitome i : /2 , ' on aura i : n 

n X 
: l a p : p m 1 1 a q : q n y ou i : n :: x : y t=: — 

t=2 nx ; donc y*^=^ /2* Ar*. Subftituatit cette Valeur 
dans l'équation à la parabole on a /. ( a: — ^ ) =: 

n x , ou n X '-^px:=ss^ a.p , oua:*-^ — j- ^ 

' " * /i 



«a 



P' _P'—\n^*p^(t 



-rr-^ =: r^> &«û prenant les racines, at 



Digitized 



by Google 



Courbes Algébriques. x^^ 

^±r^^(r'^4^ '^>j^)>^^— ^^> — ' — • 

11 eft évident que les deux valeurs <le x indiquenf 
les abfcifles^ q ^ ap ^ correfplpjantes ^ux ordon-^ 
liées communes à la ligne droite an & à la para-* 
bole ) d*où Ton pourroit conclure , fi- on ne I0 
favoit d* ailleurs > qu'une ligne droite jne peut cou- 
per une parabole qu'en deux pgints.Si/7^<4<3,/;./2% 
ou fî/? < 4 4. /z"* , les deux valeurs de x étant ima- 
ginaires , font voir que la ligne an uq peut çou-^ 
Fer la parabole. Sji /? = 4^/2"^ , les racines de 
équation feront égales , & les points m &c n {e 
confondant, la ligne iz/i fera une tangente de 1% 
parabole. 

Si deux Courbes a m , im (fig. 50), ayant 
la même origine a & le même axe a p des x , fè 
coupent tn m y il eft vifible qu'à la même abfciflè 
ap il répondra une ordonnée commune/?/;?. Soif 
am n une parabole dont le paramètre =:z p , &C 
dont l'axe a d foit perpendiculaire fur ap^ PaÉ 
la nature de la parabole , en fuppofant agz=.prn 
c=jy , a p -zz-x = gm , on, a x'' =r. py^ Soit^la 
Courbe bmn une hyperbole équilatere , dont le 
demi-axe û^ = ^B^p= ^. Par la nature de cette 
Courbe x^ — û* =^* i or l'équation à -la parabole 

donne py = x* , ou^ = — & j^* =i: •^. Subfti- 

tuânt cette valeur dans lequation à l'hyperbole, 

oniPt* — a^ = — > o^ ^^ = f * -^^ — P^ <^^ % 

x^ — /?* a;*^ — p^ <2*. Complettant le premier 
menibre , & prenant enfuite les racines , il vient 

** — 7" = ± {• Vip" — 4«V*) ; oa ^* « 

R z 
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fi ^* > 4tf* , les quatre racines font réelles &fonr 
voir que la parabole coupe la branche hmn en 
deux points mie n y & la branche B N M en deux 
points M & N. Si />* < 4 tf * , oiv fi /? < i a , les 
quatre racines font imaginaires , & dans ce cas la 
parabole ne rencontre jamais l'hyperbole. Sï p z=l 

a û , il vient * = ^3 y^ f ^ j j donc il y 

aura deux racines pofitives égales , & les points mien 
fe confondant , les deux Courbes fe toucheront en m. 
De plus , à caufe de deux racines négatives égales ^ 
les points N & M fe confondront , de forte que la pa- 
rabole touchera encore labranche.fi M enNou en M; 
car dans ce cas les deux points M & N fe confondent. 

%6. On peut conclure de ce que nous venons de 
dire , qu'une Courbe , dont Téquation contient y 
feulement linéaire ( c*eft-à-dire , la première puit 
fance dey ) , étant combinée avec une autre Courbe 
quelconque dans l'équaàon de laquelle y a plufieurs 
dimenfions , donnera autant ^interférions (on fup- 
pofe que ces Courbes ont le même axe ic la même 
origine des abfcifiès & les ordonnées parallèles ) 
que réquarion qui réfulte après l'élimination dey, 
contient des racines réelles. 

Soit l'équation /? + ^y = o , & l'équatio^ + 
Qy + Ky^ . . . . + ry*" = o (A), Les^uantités p , 
?j P > Qj R > &^* f^nt des fondions de a: , ou 
des conftantes. Il eft vifible que toute valeur réelle 
de ^ donne une valeur réelle dey dans l'équation 

p+ qyr^^o^ ouy = — -j donc fi l'on fubftituc 
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pette valeur de y dans Téquation A , il en réfultera 
une équation en x , dont les racines réelles indique- 
ront un égal nombre d'înterfeAions réelles. En effet 
pillfqu'aux points d'interfcdion les ordonnées des 
deux Courbes font égales , l'ordonnée de la première 
Courbe fera égale à l'ordonnée de la féconde courbe; 
mais l'ordonnée d#la première Courbe eft toujours 
réelle pour chaque valeur réelle de x j donc aux points 
d'interfcdion indiqués par les racines réellési de l'é- 
quation en X , l'ordonnée de la féconde Courbe ne 
peut être imaginaire : c'cft-à-dire , que les points d^ih- 
-terfeûion feront réels & non imaginaires ; autre- 
ment un j réel de la première équation feroit»égal à 
tin y imaginaire de la féconde , ce qui eft abfurde. 
87^ Mais on ne peut pas dire la même chofe 
d'une équation p +qy + ry^ = o ( B ) qui con- 
tient le quarté de. y : car cette équation peut être 
celle qu'en fubflituarît une certaine valeur de x dans 
les quantités /? , j , r { fi une de ces quantités ne 
contenoit point x , on ne pourroit faire aucune 
fubftitution poui^celle-là) , Inéquation qui en réful*- 
tera donnera deux y imaginaires \ donc en fubfti- 
tuant dans l'équation A les yateurs de^ tirées dê_ 
i'équationB , il pourra arriver que les deux j égaux, 
qui dans les deux Courbes répondent à la même 
abfciflè réelle^ foient imaginaires^;^ parce que deux 
quantités imaginaires peuvent être égales entr'elle&, 
au(E-bien que deux quantités réelles \ donc dans ce 
cas à une valeur réelle de x il répondra une inrer- 
ieâion imaginaire. Mais fi en éliminant les puif- 
fat^ces de y au-deffùs de la première, on peut par- 
venir fibdeux équations qui n'ayant aucun fadeur 
comtDun, contiennent chacune^ feulement linéaire, 
il ne poiura jamais amver que les y égaux ioient 

R j 
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imaginaires. Si l'on ne peut parvenir à une telle 
équation , on ne fera pas sûr d'avoir autant d'in- 
cerfeâtons réelles que Téquacion en x aura des taci^ 
nés réelles. • 

Soit la ligné du troifieme ordre repréfentée par 
l'équation j'^ — ^ ay^ + ^ ^'>' —'<?*? at^ r= o ( F). 
A chaque abrci0è réelle de cerfb Courbe il répond 
au moins une ordonnée réelle , & même trois 

fi *■ < - |/i. Si oii combine cette Courbe avec I^ 

parabole de réquàtbh y* ass.ztfjc , en fubftituant 
Ja valeur de y^ , on aura ia»y -^Ca^x -^^i a^y-^ 

Cax^ = o (H) : dou Ion tire y = r— - 

t^^x. Mais parce que l'équation H eft diviiible par 
^ — 3 X =: 6 , fi on fait la divifion , on aura x a* + 
xax z=, o ^ qui ne contiendra plus de y ; or cette 
dernière équation donne .v ==: — a. Il paroît donc 
qu'on devroic avoir un point d'interfeâion réelle 
çorrffpondant à l'abfciâè léelle jc = -- a. Mais la 
|)arabole de l'équation ^^ s=s i ^ ^ n^ayant aucune 
i)rdonnée réelle cbrrèfpondftare aux abfci^es néga<- 
tives , il eft vifibte qu'il ne peut y avoir aucune 
interfeckion réelle correfpondante à l'^cilTe :r =— ^ 
Si on fubfl'itue ^^ à la place de x dans l'équation F» 
elle devient ^^ — ^ay^ 4- a a^y — .6a^n=:Q , ou 
iy ^^i a) X (y"" + 1 a*) e= o. Le faéteur^ — 3 <« 
^çss: o donne une ordonnée réelle y a= j ^ , le 
fadeur y • + a ii* = o donne deux racines ima* 
ginaires y = i: i/f— i ii^)* Dans la parabole ea 
iuppofant ;c^ — a, ona^* = — i^i* &J'=+: 
l/{ -T^ a fl* ) ; donc dans les deux Courbes4es deux 
racines correfpond \r.tes à l'abfciflè xzn^a ^ font 
^4^S Se imaginaires^ Le faâeury -«p-- jxsbbo^ 



Digitized 



by Google 



' n — 

Courbes Algébi^iqui s. i6} 

donne ^ =s j 4^ Subftituant cette valet^r de J d^ti^ 
Tc.quation à la parabole y^ =z z ax^, ouy^ -r-zax 
.= o , il vient jA:*-^2ûAr=5=:o , d'gù Ton tire 

x =: o & Jp == - — : il y a donc deux interférions 

réelles , Tune correfpondante à rabfcifTe x zzç ^ Se 

Tauire à Pabfciflç x = — . 

Nous avoirs trouvé des içterfeftions imaginaires 
quoiqu'en éliminant nous fuflîons parvenus à lequa- 
tion xaxyT- 0a\ x ^ i or y rrr a x^ z=z o ^ dans 
laquçUe on trouve j^ feulemenç linéaire. Cela vient 
,de ce que cette éauaçion ^yant pour divifeur y -#- 
3 X ;;=: G p après la divifion on rrouve l'équation 
z a* -+^ xax ^Q y qui ne renferme pUxs.j ; de 
forte que c'eft la même çHofe que fi j ne pouvoit 
être exprimé par une fonârion rationnelle de a: ; 
ainfi toutes les fois qu'op parvient à une (équation 
qui renfermant^ feuleipem linéaire eftrffplubje 
en plufieurs fadeurs, il faut examiner Xéparémein 
jchaqrie fadeur, parce que Tiin des fàéieurs peut 
\lonner des interférions réelles , pandis qu'un autre 
en (lonne d'imaginaires. 

Si Ion fuppofe qu^en éliminanç on foit parvenu à 
CCS deux équations ( J — • a a: ). (^p -^^ ) ^= q , 
(y ^ b x) . [x^ -4- </} • (jf — tz) =: p , qui ont un 
fadteur commun x'-+- t/ = o , ce fadeur pourxa 
, donner des ixuerfeâiot>s imaginaires \ ainh qu'il 
fuit de ce que Jious venons 4e dire. Mais a au 
contraire an parvient aux équations (y -f^a^)^ 
{gxP +X'') z=Oy{y + bx ).x^cx^a=^o^q\xo^ 
^fuppofe n'avoir aucun div;feur commun , il n'eft pas 
pouible que deux j égaux foient imaginaires : car ils 
Jie ppojrjoient être des quantités imaginaires égales ^ 
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qu à çaufe d*un divifeur cgal qui fe trouverotr dans 
ces équations ; or ces équations n'ont auciui divifeur 
commun par fuppofition ; donc &c. s'il arrive aa 
contraire ou qu'on ne puiflè parvenir à deux équar 
tions qui contiennent j feulement linéaire , ou que 
ces équations quoique contenant j feulement linéaire 
aient un divifeur commun (qui ne foit pas une quan- 
tité conftàntet) , on ne fera pas aflïiré d'avoir autant 
d'intibrfeâions réelles que Péquation en x aura ^àss 
racines réelles. 

88. Quoique dans l'Algèbre nous ayons expliqué 
la méthode d'éliminer les inconnues d'une équa- 
tion , cependant pour que le Lecteur ne foit pas 
cmbarraflc, nous allons Faire voir , par un exemple^, 
comment on peut s'y prendre pour parvenir à oeux 
équations qui foient du premier degré par rapport 
à l'inconnue y* 
I- P +qy + ry^ = o 
IL a + by^ + cy^ = o 
IIL ra^pcy^-^{rb — q c).y'^ = o 
IV 1^ (l'-p^irb^qc^y-^'l^qqç^qrh^frc^f'zz,^ 

f^a-^p (rb^e).y'Y^my^ = o 

pm-^r^ a + lqm+pr.irb-^qclyzszQ^ * 

S'+' ny = o 
VI. p n-^Xqn-^rs^.y zz o. 

Je prends deux équations dans l'une defquelliçs 
y eft clevé a la féconde puiflahce , Tâutre conte- 
nant la quatrième puiflànce de la même inconnue 
^. Multipliant la première par cy^ , je la retranche 
de la feconde multipliée par r ( on en ufe ainfi afin 
que y^ fe trouve <Jiny 4es deux équations avec des 
coefficients égaux ) , il en réfulte la troifieme équa- 
tk)n. De la troifieme équation multipliée par r , je 
retranche la première multipliée par {rb -^qc^y 
pour avoir la quatrième , qui deviendra plus fimpte 
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en &ppofant que le multiplicateur de j* «ft = ;w. 
De la première multipliée par m , je retranche la 
•' quatrième multipliée par r pour avoir la cii^quieme , 
qui deviendra plus fimple en faifant/^ m— r^ a=zs 
& qm ^ pr.{rb ^^ q c) == n. De la première 
-multipliée par n , je retranche la cinquième mul- 
tipliée par ry pour avoir enfin la fixieme. Si dans la 
cinquième équation /2 eft = o , on aura auflî j = o. 
L'équation j = o détermine toutes les valeurs 
réelles de x. Si on fubftitue ces valeurs dans la 
première ou dans la quatrième équation , y fera 
donné par une équation du fécond degré , & par 
conféquent il pourra être imaginaire. Dans ce cas 
l'équation en x peut avoir plus de racines réelles • 
qu'il n'y a d'interfeétions réelles. Si l'on n'a pas 
n 3x= o 5 examinez fi les cinquième & fixieme équa- 
tions ont un divifeur commun j fi elles en ont un , 
à^aufe que la valeur àc x qui réfulte de ce fadeur 
égalé à o , doit être mife dans une équation du 
fécond degré par rapport à y , il en pourra réfulter 
des valeurs imaginaires de y. Si ces équations n'ont 
aucun fafteur commun , il y aura autant d'inter- 
feékions réelles que l'équation en x contiendra de 
racines réelles. 

Ce qu'on vient de dire par rapport à une équa- 
tion qui renferme ^'^ , doit s'entendre des équations 
qui renfei'menty^ = j* Xyyy^ , y\ Sec, Se quand 
on fait ufage des Courbes de ces * équations pour 
avoir le nombre d*interfeftions réelles , il faut voir 
a. en éliminant on ne peut pas parvenir à deux 
^équations qui n'aient aucun divifeur commun , & 
qui contiennent y feulement linéaire. Si cela n'ar- 
rive paî, on ne peut pas aflurer que le nombre 
-des incerfedions réelles foit égal au nombre des 
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racines ^ réelles , que consent réqiution en x^ 
Cependant fi l'on eft sûr qu'une des équ^ons 
qui contient y yy^ 9 y^ y &c. 2, toutes les ordon- 
nées correfpondantes à une âbfciire quelconga^ 
réelles , ce qui peut arriver quelquefois , il eft inutile 
de recourir à la marque dont nous #nons de par^ 
1er : car tous les y de cette Courbe étant réels , il 
n'eft pas pollible qu'en les égalant à ceux d'une 
autre Courbe ils deviennent imaginaires j donc 
, dans ce cas le nombre des points réels d'interfec- 
tion fera déterminé par les racines réelles de le- 
quation en x , réfultante de l'élimination ^de y. 

JD< la confiruUion Géométrique des Problêmes fy 
des Equations. 

89. Poi* appliquer l'Algèbre à la folution des 
Problêmes Géométriques , il faut d'abord expri- 
mer par des lettres \qs lignes inconnues & les 
connues. On exprimera les lignes connues par les 
premières lettres de l'alphabet / & les inconnue^s 
par les dernières. On peut parvenir enfuite aux 
équations que Ton tire de la nature du Problème. 
Pour cela on a befoin quelquefois de beaucoup d'art 
& de certaines préparations , comme , par exemple, 
de mener des parallèles , de tirer des perpendico- 
laires , de faire certains angles , de décrire des cercles» 
Au refte la propriété des triangles femblables , dont 
les côtés homologues font proportionnels , la pro- 
priété du triangle rectangle dans lequel le quarrp 
de l'hypothénufe eft égal à la fomme des quarrés 
. des autres cotés , les angles confiants font d*ua 
très-grand fecours dans les queftions géon#trique$. 
Les équations étant trouvées & réfoloes j la v*aleu,£ 
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des inconnues fera exprimée par des connues. Mais 
tela ne fuffit pas pour la folution , lorfqu'il s'agit 
d'un Problème géométrique y il faut encore quç 
cette valeur foit exprimée en lignes*, ou en d'autres 
quantités géométriques» 

Pour ce qui regarde les équations du premier 
degré j en fait que la valeur de l'inconnue fe trouve 
par l'addition , multiplication , fouftradion , divi- 
lîon des termes. De même la valeur géométrique 
de l'inconnue fe trouve par addition , louftraftion , 
multiplication , divifion des lignes , ou tout au plus 
par le moyen d'une troifieme ou quatrième pro- 
portionnelle. Suppofons 5 parexempe, qu'on pro- 
pofe ce problème y quelle eft la ligne x qui eft égale 
a la fomme des lignes a y Sec moins la ligne b ? Il 
eft évident que l'on aura xrn a^c-^ 6 ; donc fi 
de la ligne a + c on retranche i , le refte donnera 

la valeur de x. Six zz -^ \ faites c : a H b : jf 

fess.~- , c'eft-à-dire , que la ligne x eft quatrième 

proportionneîb au^f lignes c , à yt ; or nous avons 
va en Géométrie comment on pouvoir trouver une 
quatrième proportionnelle à trois ligpes ; donc il 
eft aifé d'avoir la valeur de x. Si Ton avoir bx 

fc= a* , r<in tro'uvej^t , en divifant par i , ;e = —■ ; 

donc b :a II a i xnz ^ ^ c'eft-à-dîre , que la ligne 

cherchée eft troifieme proportionnelle aux lignes 
b&c a; or il eft facile (voyez la Géométrie ) d'avoir 
une troifieme propottionnelle à deux lignes. Si 

* = 7 , on aura ^-^ d\a — ^*::a+3:jf 
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a^ — b^ ah èd /• ^ ^ r 

—. -, SoitATzr — -+- — : h on tait — = /• 

a — d c n ^ c ^ * 

— = ^ , on aura x = /+ gi or / eft quatrième 
ti 

proportionnelle aux lignes ç , ^y t &c g quatrième 

proportionnelle aux lignes /z , A , d ; donc il eft 

facile d'avoir f &c g ^ & par conféquent x. 

Soit X = ; , on demande la valeur 

de X. Pour refoudre ce Problème , tout confiftç , 
comme on peut le conclure des exemples ci-deflus^ 
a réfoudre le numérateur en deux faâeurs linéaires » 
afin de n avoi% qu*a chercher une quatrième pro- 
portionnelle. Pour cc!^ il fuffit de changer le pre- 
mier terme <t ^ du numérateur en un autre y dans 
lequel il fe trouve une des lettres du fécond terme 
cd ^ par exemple , c ; or pour cela il n'y a qu'à 
faire c : a :î A : / , c'eft -à-dire, prendre /qua- 
trième proportionnelle aux lignes c , a , A , ce qui 

donne cf:=^ah & jc s= ; idoncm + nr 

^ - ic-\-ed ab-^cd 

f^dllc :x= r^ = "T ' 
•^ /n-f-« m -^- n 

Soit .V BE= — ; — . Cette fraâion eft égale au 

aàm ^ 

produit des quantités — , -^^ en 4ivifant et 

^^ f^d 

produit par m ; donc fi Ton fait — =pf 

en P 1 % 

~ = j , on aura at = — ; donc m x qV.p^'X 

pq a^^b- .. , ,. a* ^ 
3B= — , Si X = , faites bxaWax-r^ni 

donc a^szbnôc x = ^ om c x n + b :i 
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X. ^bn'+-hè abc — dgf * 

^ : AT = -T-^ — . Soit X =2 -T-T ^. Faites £^/ 

= ^/^ , en faifant a : ^ : :•/: — = /? , d'où Ton 

tire gf = ap. Faites de même hkzz aq , 772/2 = 

tf5c — dap bc — dp 

ar y vous aurez a: = . '^ = '^^ 

tf î — f- ^r q -J-r 

Faites encore dpz=iisyôc vous aurez a: = — — — ; 

donc ^ -+- r :^ :: c — j : AT. 

Si l'on avoit x = , on ne pourroît trouver 

la valeur de x qu'en fuppofant qu'une des lettres 
du numérateur repréfente un nombre & non une 
ligne* Car (i toutes les lettres du numérateur font 
des lignes, le numérateur repréfentera un folide 
qui , divifé par une ligne , doit donner une fur- 
ùfc 6c non une ligné *. 

.90. Venons aux équations du fécond degré. Soit 
X = \/(ab) , en élevant tout au quatre l'on a a:* = 
ab ; donc a \ x l\ jX \ b ^ c'eft-à-dire , que pour 
avoir x il faut prendre une moyenne proportion- 
nelle entre les lignes ^ & ^ ; or nous avons appris 
en Géométrie à trouver une moyenne proportion- 
nelle entre deux lignes données. Soit t i=|/(û^+A*), 
prenez deux lignes ab^=:a^ bct=^b(GLg. 51^ per- 
pendiculaires l'une à l'autre & tirez c ^ , le trian- 
gle reâangle abc donne ( ac )* = r* == û* + A* ; 
donc X =:^Cû* •+•**) i c'eft-à-dire , que x eft 

* En effet on folide réfultc de la multiplication de trois 
lignes les unes par les autres ; donc fî on divifç un tel pro- 
duit par une ligne , le quotient fera le produit dt deux 
lignes ^ par conféquent une furface. 
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lliypochénufc d'un triangle re£fcangle, dont les cotés 
font a &c b. 

Soit x=s: \/ (c^-^ a^). Sur le diamètre a b «= c, 
décrivez un demi-cercle-iic* (fig. 5 a) , & du point h 
comme centre & de Tintervaile c b =z a ^ décrivez 
un petit arc qui coupe 1^ demi-cercle en c , rirez a c 
& vous aurez ^ => <2 c = \/{ c* — a*). En effet , 
le triangle ac b dk redangle en c ; donc c* = 
(cby '^ {caY Se (ca)^ = c* — a*i donc ca=si 
V(c* — a^jznx. 

C'eft à CCS trois formules générales qu'il faut 
rapporter toutes les racines quarrées par les mé- 
thodes ci-deflTus. 

Soit X = T< i-r -4- c i/J • Faites — == /, 

ou b : a y. a:/=y, & vous aurez x =; 

V(a/-+- cd). Faites cûf == f g pour avoir x =± 
V(^/i-/^) = |/(/.(^+5))> donc AT eft moyenne 
proportionnelle entre f Se a--^ g , ce qui ^fe rap 
porte à la première formule. Soit x sr \/ a^ + ûc). 
Faites b : n :i n : c , ou * c = /2* , & vous aureî 
Aï = |/(û*-+- n^) -y donc x eft l'hypothénufe dun 
triangle redangle , dont les côtés font a 6c n. 

Soit X =z v\a'' -^ ^^ - c* ^ n\ Fâîfant a* -+- A» 
c: f^ Se c^ + n^ =zg^ pour avoir a: = V (/* — ^^) , 
qui fe rapporte à la troilieme formule générale. Soie 
a: == v/[a* -+- V (b'^ + e"^) ]. Faifons F" = c/, pour 

avoir >/(^^ + c4)=:|/t cY* + c^) = cV(/* + ^')- 
Faifant encore V (P + c^)=:^ gy non«. trouverons 
V{b'^ + c'^)=::cg8cxz=V{a^+Cgr=:V{a' + n^')y 
en faifant cg =z 72* j or nous favons conftruirç 

5)1. Paiïon's maintenant aux équations qui renr 
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ferment deux inconnues .v & y. On appelle lieit 
géométrique d'ant équation indéterminée j qui con-^ 
tient deux inconnues x & y ^ une ligne droae ou 
courbe ^ dont le rapport des coordonnées eft expri^ 
mé par cette équation» Si Ton prend la ligne m /t 
( fig. 5 } ) pour Taxe cfes x , & qu'on appelle le$ 
\\oT\&spj%sd^sh , &c. (y) ^ les jpoficifs étant fitués 
à la gauche , & les négatifs à la droite de la ligne mn^ 
la ligne d q fera le lieu des ordonnées pofitives cor-* 
refpondantés à la partie c /z de Taxe des abfcifles , St 
des ordonnées négatives correfpondantes à la partie 
cm. De même fa ligne indéfinie h k fera le lieu des 
ordonnées îlégati^fe$ correfpondantes à c/z & des or- 
données pofitives correfpondantes k c m ; de forte 
que les lignes dq^hk feront le lieu des y pofitifs & 
négatifs de l'équation' générale du premier degré 

tn a — |— m X • \ n • 

y = ; que nous avons appris a conltruire 

{6). Si X = , le lieu cherché fera une ligne 
araliele à l'axe des abfcifles , & fi ^ = o , le nçu 
es X fera une ligne parallèle à l'axe des ordon- 
nées. Comme nous avons fuffifamment expliqué 
toiit cela (6) , il feroit inutile de nous y arrêter i<â« 
92, Lorfqu'on a deux équations géométri- 
ques du premier degré à deux inconnues , on peut 
déterminer en lignes finies la valeur de ces incon- 
► loties , lorfque cette valeur eft finie. Pour le faire 

voir, foient les deux équations y = , 

y a=z — ^-.Cherchons d'abord le lieu de chaque 

équation. Suppofant quele points eft l'origine des a:, 

Prenons a c == ^, cp = n^ tirons pf== a , fai- 
ant un angle quelconque p avec mn , menons U 
ligne dfq&c tirons n q parallèle kpfi les trianglw 
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femblables cpf^ cnq donneront cp : pfy. en 
znan -^ caïqn {y) ^ ou/2:tf:ix— -A:j=s 

— ^-T-J donc la ligiie cq fera le lieu de la 

première équation , & les abfcifles feront a n^ 
ôc les ordonnées n q. Cherchons maintenant le lieu 
de la feconde éc)uation , en prenant tqûjour; le 
point a pour l'origine dés x. Soit agzz d^ g(z=.m. 
Menons t r parallèle inqSczizc.jSc tiroi^ Tin- 
dcfinie gr. Les triangles femblables grt^ gob 
donnent^r : trllgb : bo ; or gt=:m, tr = Cj 
gb = ab'^ag:=:x-^dj &c bo ^A l'ordonnéey 
de la feconde équation j donc m : c : : x — i/ : 

:y ; donc la ligne ^r eft le lieu de la 



ex — cd 



m 



féconde équation. Maintenant fî la ligne gr coupe 
la ligne cq , en quelque point q , l'ordonnée qn 
fera commune aux lieux des deux équations don- 
nées ; donc nq fera déterminée par la rencontre 
des deux lignes ,cq ^ gr. Il en fera de même de x 
qui fera t= an ; zinCi par le moyen des deux équa^ 
tions du premier degré , on pourra déterminer la 
valeur géométrique des inconnues j & x. 

Pour faire mieux comprendre cette conttrudion, 
il eft bon de faire quelques remarqués. Si la raifou 
de /z : â eft égale à celle de /tz : c j on aura dans 
les triangles c/?/, gtr^ on aura , dis-je y cp: pfll , 
gt : tr ; ot les angles en /? & r font égaux à caufe 
des parallèles r/j tr ; ainfi ces triangles ont deux 
côtés proportionnels 'adjacents à un angle égal de 
part & d'autre , ce qui (voyez la Géométrie) les rend 
femblables ; par confcquent les aitgles en c & ^ fe- 
ront égaux, & les lignes c b^gr parallèles j donc ces 
lignes ne fe rencontrant jamais , pn ne pourra pas 

déterminer 
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déterminer les lignes x Se y ^ qui , parce que \% 

r)int q peut être regardé conune infiniment éloigné , 
caufe que deux parallèles peuvent être cenfées le 
rencontrer à l'infini, pourront être regardées comme 
infinies *. Si les raifons m a ^ /tz : c ne font pas 
égales , les lieux fe rencontreront à la vérité en 
quelque point q , mais il faut examiner fi Tanglô 
r^ r eft plus petit ou plus grand que l'angle /?cy^ 
Dans le fécond cas le point de concours q fera du 
côté de B , ainfi que le repréfente la figure. Mais 
dans le premier cas le pomt q fera du coté de </» 
Sr^nous fuppofons b=zdy on aura x =: 6 Se y s= o% 
En eïFet dans ce cas les points nSc q tomberont fur 
le point c ; ôr au point c ^ x zzz ane&zziac =:z A*& 
n q = j^ = G, C'eft auflî ce que l'analyfe démon- 
tre : car puifque les valeurs dey doivent être égales 

ax—'^d'h € X ~*^ c h a 

au point ^ , on aura — = — > ou - X 

(,_») = l..(,-i),„u (f-i)-(»:-*) 

= G ; donc àu moins l'un où l'autre des faâreurs dii 
premier membre doit ctte = o j mais ce n'eft pas le 
J)remier, parce que les quantités qui le compofent 
peuvent être priles ^arbitrairement j donc x^^b er» o, 

■■ . ■ m I. ■ ■ » ■■■II. Il ■ ■■*■ Il m . ■ 

^ Si Ton conçoit que Tangle rgt dittiiûue de plus en pliis , 
le point ^. s'éloignera toujours , Se lorfquc l'angle rgt ap« 
frochera beaucoup d'être égal à l'angle p cj:^ les lignes 
€ q 9 gr étant prefque parallcies^ fe joindront \ une dif- 
tance çxcrémejpiept grande » laquelle fera plus grande qu'au«* 
cune diftance donnée , lorfque lesjdeax angles^ dont nous 
venoni^ de ; parler 9 différcrone d'une quantité plus petite 

qu'aucune quantité donnée i àinfi lorfquc ces angles Icront 

égaux , la didance fet4 cenféé infîtiie, 

Tomc^ IL § î 
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OU * = *. Maintenant fi dans les équations y 

- a 
n 



'"—"l' ^ ilZl£ , nous fubftituons b au 

Ueu de x , nous fouvenant qu ici rf = * , on trou- 
vera par-tout y = 0.11 n'eft pas difficile de voir ce 
oui arriveroit fi c étoit = o , ou négatif. Enirn puif- 
que deux lignes droites ne peuvent le couper quen 
un point ^ , U eft vifible que les lieux rf ^ . gras 
peuvent donner qu'une feule valeur de a: & dey. 

De la réfolutîon des Equations déterminées du 
fécond degré. 

9j. Avant d'entrer en matière , il fera bon k 
remarquer que l'équation d'un cercle, dont le rayon 
_. ^ ^ ^ç^ P-^r'^^ X- , ouj* -j- X* =- r\ CeU 
pofé', prenons l'équation générale du fécond de- 
gré x^ +c*=^ab y on peut toujours lui donner 
cette forme en délivrant le premier terme de fon 
coefficient & faifant paffer toutes les quantités qui 
ne contiennent pas * dans le fécond membre. Si 
vous multipliez cette équation par ot* -i- w* , vous 
aurez m^ x^ + n^ x* +Xm^ + «*)• c x = (ot*+ «») x 

( «^ + »* ). f 
<iA(Q). Paifons ertfuite n x ■{■ ^ ■= 

équation ieft évidemment un lien du premier degra 
Quatrant les deux membres de Tcquation P & 
iranfpôfant ,, on ^ ri^x* ^ (m^ -^ n^ )• c jr xss 

^»y» i:/J:±±i:!i^'c^ Subftimàhtle fécond 

membre de cette équation dans» Wquâtidn Q, » 
la place au premier qui s'y trouve , noui Auioni 
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ou tcanfpofatit & divifant pac m\ x* -+ 

^ 4«*«^ ^ — ^;î — '• -^ ^ ( s ) j, 

en multipliant & divifant le dernier t^ritie par 

équation au cercle qui, tomparée avec l'équatioa 
y+ x'^r-, donne r= ^^!î!±fj!. l/U^. if Jii\ . 

donc en décrivant un cercle hgd^ (fig. 54) avec 
le rayon r que nous venons de trouver, on aura le 
lieu de la dernière équation , dont les abfcifTes 
en les comptant du centre c , font cfz= x & les 
ordonnées fg =:j. - ' ' 
. Difpofpns i préfent le Jieu de l'équation y 

m * ■+" nUT— (1^) > etf forte que les x. des 

deuxJieux ayant la mcnie origine , foient fitués 
fur la même ligne. Soit c.a .»= l^-±£J:i g^ 



. -L n n 

tirons cA perpendiculaire (xxtbdSc tçlle que l'on ait 
minw c ai ch ; menant la ligne ^ A ^ ^ par les 

Î)oints a Sch^ on aura le lieu demandé qui coupera 
, e cercle en j & ^. Si des points ^ & ^ on tire les 
ordonnées ^f&c qp ^ les abfciires c/, cp feront 
les racines de l'équation propofée. En effet-, à càufe 
qu'aut points ç & ^ les 7 dû cercle font égaut 
auxjK de la ligne ^^, les x {cf , cp) doivent 
être les mêmes pour les deux lieux. De plus fi l'on 
prend la valeur de 7 dans Téquation T , & qu ojt 
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fubftitue la valeur de ton auarré à la place de j^^^dans 
Féquation S, on trouvera réquation Q, qui , en di- 
vifant par m^ -f- /i*, fe réduit à réquation prop«fce. 
Si le point a tombe en dedans du cercle , Ti- 
quationaiira toujours deux racines réelles » parce 

3ue dans ce cas la ligne g q coupe le cercle en 
eux points , defquels fi on abaiuè des perpen- 
diculaires fur le diamètre , elles détermineront cf^ 
cp y ovi les .V de l'équation. Si le point a tombe 
hors du cercle , il peut arriver trois cas , ou la 
droite a h coupera le cercle , ou elle le touchera , 
ou bien elle ne le rencontrera point. Dans le pre- 
mier cas il y aura deux racines réelles^ dans le 
fécond ces deux racines feront égales , parce qu'alors 
les deux points de feftion fe confondant , les deux x 
tombent l'une fur l'autre. Dans le troiiîeme cas , qui 
fuppofe cÂ>r = c^,Ies racines feront imaginaires. 

I 
Solution de quelques Problêmes géométriques^ 

54» Problemi. Etant donnée une droite ah divifet 
énc\ comme on le voudra , on demande de faire le pro^ 
longement.hp {fig. 5y ) , tel que le quarré de cp foit égal 
nu redangle ap x b p. Soit ab z=z a , c b =z b , bp=x. 
Par la nature du Pioblèmtap X bp=:(c p)* ^ ou (a^x).x 
c= (^H-a:)*, ou Ac^ -+- ax — x"- ^ zabx -^bK 
Retranchanc x^ 3c part & d'autre & tranfpofant , il vient 

b^ 

ax-r^ %bx =^^, d ou Ton tire x = ; donc 

b^ 
a — xb : h :: b : X =: _ u C*efl-à-dirc, que bp 

cft troificmc proportionnelle aux lignes a -^ ibôcb. Pour 
conftruirc x , prenez cdzn b , pour avoir a d:=z a — %b , 
des points. f& b menons les lignes parallèles c/, bh, dont 
la prcmiejc fôitss ad y la fccOnde z=: c b y tirons Ib y 9c 
par le poipt h menons -lui la parallèle hp y cette ligne, 
déterminera la valeur cherchée de x. En câct ^ les triangles 
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Ich 9 phb font évidemment femblables ; donc clv cb 
i:hh*, bp,(ma — ih : h : : I : r = àt. Si 



4. 



i <^ - , le point d tombera entre a 9c c ,, Se U. conf- 

craûion précédente aura lieu. Si ^ = -, le point d tom« 

bera fur U point a, ce qui donne tf i := e. Donc aufK 
tf i fera =: 6 s le point / tolnbera fur le;point c, IS fc 

CQfnfondra avec ch Se Von aoia » =: — =9». Enfin fi 
* 

^}> - , le point d tombera «n«<te^ de 4., dd Ceta né^ 

Î^atif » & Ton mènera cl du coté oppofé , hh étant toujours 
ituée de la même façon 3, donc hp parallèle sl Lh ^ coupei;a 
ak prolongée s*illetaut, coupera, dis- je > 4b en-de$à 
de i. V ^ r ' ' - . 

fj. Pltoa.L$MZ. Infcrïn un quart i fd pg dans un 
triangle baç { fig. 5f ) ,> de maniéré que tuu de [es cotis 
tombe fur la bafe de ce triangle, Suppof^nt la chofc faite, 
du Commet a de l'angle oppofé à la bafe abaiiTez ak pec« 

fmdicalaire fur b c. Soit là, bafe ^ c = ^ ,: iz A = ^ , 
t =: 4/^= dp = *. Les triangtçs feinblablçs abk.» 
. /^/ 4 > ^donnent ah: a t :14b i gjl l^es triangles Sem- 
blables afg ^ ab c donnent ab : af ii-bç ;/g= dp^ 
' donc ahiat::bc i dp y ou b i b -^ x : : a i x, aller" 
nanda & componendo , -^ H- a : a^ i: b > x. 

Pour conftruire :y ^ prenez hm:szbQ & irz /x ^z: a A pour 
avoir A M z=: a -+•?• Àyaçt tiré ^//, menez par le point 
m la ligne m.t parallèle k na^, cette li^e d4cerminera le 
point t de la perpendiculaire a à , par lequel menant fg 
parallèle z bc, vous aurez W côté fg du quaeré demandé. 
£n effet , à cau(è des triangles (èmblables 4/z4» mth^ 
l'on a A ;^ ; m k : t a fi *. r A , ou ^ -f* <j ; <» ; : b : x* 
Si l'angle 4»r ^ eft aigu , la conftruôion précédente a lieu; 
£ cet angle cfï droit , Ije côté g a tombera fur g c. Si l'angle 
c eft obtus (fig. 57^) on aura a la vérité un <i^SLtté fgdp ^ 
inais non pas infèrit dans te tnangte biac^ 

94. P R o B L i M e.. Etant donnf( fig. s^) un cercle a en 
4^ un p^m h foui bûTA de ce cercle « du centre p tirant le. 

^ 1 
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lignc^ è p y nncontrée en h par ia- ligBC dh , 'dh demanda 
^U fQ}nL^4 x^J^V^^^ ^^ xenu-e p ay^fnt mené I0 ligne p et, 
on au r interceptée de en raijon donnée avec Ia Uigne h âm. 
Soit la.raifon donnée m ; n. Par le point p menez pn 
pa'râllclc à ^ «/ ôC'faiccs m'; fi : \p h (p m & menfcz^ «. Par 
c l'un des pqinti, oii.^ m rencontre le cercle, mcntzpcd 
fe vtfus'àtfiet' deux points '^^•iSti cjui détermineront la fignc 
cherc.hçc^ ^^- car les triangles Ccnjblablesj? »^ p. ^ f ^ ^00- 
.nent bc/. ^.t.,: k.pc.:==zpnj^tç, ;;,.m - n, Si.pi=^n, dç 
CcT3L = di & le .point œ tombera fur le point ». Si bn 
.'devicni xaiigehtc , les poiéw '< & G , par'l^fquels on èAc 
tirer la ligne p i y Ce confondront , ^ dans ce cas le Pro* 
.bIéi<iiq|;VA(tfa,qâ uhe lx>lUctQn ^ic^'ô&je-dire., q^'ali (eul poift 
d pourra réfoudrç le* Problème^ 

517; P koB'L'i'Mif. Aymt dhifé ta ligne a k (fîg. 5^) 

en deuxpanies'ac ,' b'Cyfur la'yïui grande a c. décrm^ 

un ïrràngh équtlàtéral ag^' l^^faitef In- tkêmt' ehhfe Jur U. 

plus petite ç j ,,6» joignant les fçmmets de ces triangles fhr 

la ^gne "g'f"d\p>à}vfrgée '^fu/qt/Û'îa rehc^niri Vè àb \ in 

point 'd'cçmti^e'eèntré '^de' l^iàtirH^alU 'di] décrive f^ un 

'Cercle * ,"''orr'dtê^ndè de irè&ver iânYla cÏYcên^rcncc de te 

'€ercèe "un pdinF m*'t'ef'^U'àj^âW)némf^'nïa'i ht ,' ton aie 

*J'c .* b^Vy.'fi^d'y iïii.-^/htfdhohs'd'Abtd le Tay<>n de Je 

• à ccrdé;' Les •tt'Jantgles Çéi^^h^ic^d a g \ d'fù ^î'^ if onncnt 

''4 g \-cp;^\x;^ai\\h\,v''kd\ èi/,'& dïviiendo • a c -^ 

de ;=ir, on auia 4 . — . 4 ^i : :, 4^ : r agg- -»■■ > ■. .^ Soie 

' pî^fcritenicrît la perpeti<îiculiaii;c ^iwrr^ & rabfciflc cp^izx^ 
f équation àu cercle fera iv ip ^~ a:^, =: jV, M*àis par la 
propriété du: triangle reârânglë àmp ,' fonVa a^m = 
Viy^ -|-(^-f-.^)'X> *^ '^'^^î^^SÎc reâ:aîiglç m6p donne 
aufïi /te 5=: V (y^ -||-C'^-^ J<f j ) y '<Iônc par îa nature da 
•Problênie 4: ^•:: \^.(/Hr.Ci*'+^f X-VC^'+Jé — *^^^ 
donc; en qua'rrant, j* : ^V: y^ -f- (^ -H ^i* ,•' V-* -+- 
( B ; — jc)*. Elevant les Ôînôirics au quarré , ^cfubuituan? 

]a valeur de y* prifc de, hAjuatîori au cercle ,' en fe fou«< 

:. > ^ ^ '' ..i. ■ ■ > 

* On n'a décrit qu'une partie "de la circonférence.' 
, .nr* Gar les angles ga c,' fc^ f« ne chacun de ^d degrés, 

i)arce que les triangles auxquels ils. appattiônûçat fcmïéqui- 
atér4ux k^oûc ces angles font égaux^ 
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ha . 

venant qoe r = , on aura lanalogic tf * : P : : a^ 

xax -+-«*:*» — X ^ AT -+- ;c* :: 4* -f-lil^;^* 

— «-^ ; donc altfrnando , iavtrUndo , Jividcnda & cn^ 

1 4^ X 1 h* X 
^ott.wv€fundd^: r :: *^ p 7 > ou divifant les 

conféquents par x , étant les fràdions & divifaht les 
ternies de la première raifon par 4* , de ceux de la fecon Je 
par ^* , a — hixw a^^ b : x. Cette proportion , étant 
ncccflâire » fait voir que c'eft un Théorème & non un Pro- 
blème 5 c'eft-à-dire , que tous les points de la circonférence 
€ m ont cçtte propriété. 

CoKOtLAiRE. Donc de tous les points m de la cir- 
conférence c m j on verra les lignes ac , cb fous le même 
kngle : car fi Ton conçoit que du point m on ait tiré une 
ligne m c qui partage l'angle 4 m b en deux également , 
on aura (voyez la Géométrie )am:bmi\ac:cb; 
âonc la ligne mç divife Tangle amb en deux également $ 
donc, &ç. 

5S. Probi^eme. Etant données trots ^droites ac^ cb , 

I g fituées fur la même ligne ( fig. 60) y on demande un 
point m ^ duquel ces trois droites foient vues fous le même 
angle. Ayant joint les points ^ , / des triangles équila- 
iéranx apCy<fb confbuits fur Ifcs deux premières lignes > 
du points/, oii la ligne /?/^ rencontre ag y 8c d'un rayon 
t=</c , décrivez le cerclc'ci». Du point k ou la droite 

ui paiTc par les (bnvmcts des triangles équi latéraux ^décrits 
ur les deux lignes bg 8c c b y rencontre g a y décrivez Iç 
cercle bm avec k raybn kb. Par le Théorème précédent 
8c fon Corollaire, les lignes ac^ ch feront vues fous le 
même angle de tous les points de l'arc c m 5 de même lés 
ligues c^, bg feront vues fous le même angle de tous les 
points dç l'arc, bmi donc du point de concours m^ de ces deux 
arcs , les trois lignes doivent être vues (ous le même angle. 

II eft évident qu'il doit y avoir un autre point çn-def- 
fous de a j[ qui a la même ; rop riété« Si les cercles nç 
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{t rencoQtrcDC pas, le Pxobiéme eft impofiible» 

On peut quelquefois, fans en venir à une équation entre J^ 
& y, trouver une folucion fort (impie d'un Problcroe qui paroîc 
d'abord aflez difficile , comme on va le faire voir dans le Pro- 
blème fuivanr, 

^f. Problème. Etant donné un cercle anBp (fig, éi), une 
torde ah,& deux points k& dfittUx fur cette corde , trouver U 
point p fituifur la circonférence , d^oà tirant les deux lignes 
pkn^pdm & joignant les deux points m , n par la ligne nm, 
0n ait la corde m n parallèle à la corde b a, SuppoTons la cbofe 
faite « du point n je meMe la tangente iiB jufqu'à la ren- 
contre de la corde ^^ prolongée en H. L*ang}e B/ip faic 
par une corde np & la tangente »B, t&r:^ nmp^ angle 
appuyé fur Tare nB p ; or a cauTe des parallèles les angles 
pmp , kdp font correfpondants & par conféquent égaux* 
Cela pofê les triangles pdk^ b nk qui ont les angles en k 
oppofés au fommet , & les angles en n & ^ égaux font 
femblables 3 donc Bkipk : : uk ; dk ; & B A X dk=s 
p k X n k. Mais lorfque deux cordes d'un cercle ft coupent, 
les parties de Tune font réciproques aux partks de l'autre » 
9inn que nous l'ayons vu dans la Gépmétrie 5 donc p k 
Xnksna k X bk ; donc Bk x d k^:=: a k X bk ; ainfi 
kd: ak :: hk\ BK Prenant donc à volonté deux points 
k &i ^ fur la corde donnée ^ ^ , on cherchera une qua- 
trième proportionnelle aux trois lignes d k ^ ak ^ bk 8c 
l'on aura le point B , duquel on mènera les tangentes B/z , N B 
$c par le point à la corde nm^/Sc le problême fer^ réfbluj lo 

Îoint N peut donner une féconde folution4 
>^ ia çonfiruclion des équations du fççond degré 
à dtuH inconntusn 
I oo« De ce que nous avons dit ci'defTus ( i %, 
& 1 5 ) , il fuit que toute équation du fécond 
degré à deux inconnues * , exprime une Sedion 

*« ^ " !.. ,i....i ip II. , lll| W ^lli| » ■.! I ■ ■ > 

* Nous ne regardons pas comme équations du fecon4 
icgré , celles qui (ont divifiblcs en fadeurs du premier 
degré , telle eft l'équation ^^ ^1^% ^xyb -^ l^y^ = o , 
6\x{ax ^ by) X {ax-^^by) = o, telle eft encorç 
l'équation Ap;y = q. Ces fortes d'équadons , qu'on peut 
réduire au premier degré par ia diviûon , ne rcpréftnteM 
<}u'un alfembfaige de lignes droites* 
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Conique ou ne dcfîgne aucune ligne poffible. Les 
cquadons aux Serions Coniques font 

j'* = + a a; • . . à lar Parabole , les x font 

pofirifs pour le figne 4-, & 
négatifs pour le figne —% 

^* = Hh tfy • • . à la Parabole, les at étant 

pris fur la tangente. 

y - Ç. (i^ ^x^) . . à TElIipfe, dont les demi- 

diamètres font b ôcc, 8e 
l'origine des x au centre. 

y^ =-^. (ibx — ;t*) • à TEllipfe , en comptant 

les AT du fommet du dia^ 
mètre. 

\,^^^t^ ^A • • ^^^ Diamètre? conjugué* 
y z^xbx^x ) égaux de rElIipfe,filW 

gle des coordonnées eft 
oblique , & au Cercle , fi 
cet angle eft drpir. 

. e* , ,, ..^ • à TElliofe , les x étant 



pris fur la tangente qui 

AT* - 1. . f 1* V-. v^ A "^f"" P^' 1 Wmit4 dtt 
^ '^ h"" ^ '^ -^ 'j diamètre xb. 

a _^ , * ï • • ^^ Cercle , ou aux Dia- 

— y ^ y ^ mètres conjugués égaux 

de l'Ellipfe , félon que 

Tangle des coordonnées 

eft droit ou oblique. 

^, > à l'Hyperbole rapportée 

y^ = p* (* * Jf + ^* ) \ au diamètre x b. 
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y^ =:—• {x^+€^) . . à THyperboIe par rappocc 

au fécond diamètre xc^ 
(Voy. SeâionsConiqueSji 
CoiblLII,n^ ji). • 

* P" ' •''' ~ *' > / . 1 l'Hypetbole les abfdlKs 

JK* = 7î* ( Àr* •— 1 3 X J Porigine des AbfciCïès 

étant fuppofée au fom- 
met de THyperbole op- 
pofee. 

** = jj» ( j^* — %iy) en prenant dans ce même 

cas les X fur la f angente» 

y AT = c* . ; . • . à l'Hyperbole par rapport 

à fes afymptotes. 

Nous alIoQs expofer la méthode de rapporter 
les équations du fécond degré à quelqu'une des for* 
mules précédentes , ce qui fouvent exige de com* 
pléter le premier membre de l'équation^ 

loi. Exemple L Etant donné l* angle des coor^ 
données^ an propofe de contraire l'équation ax-^ 
ai =y\ A caufe d&ax + ab-=:aX (x + b)\ faitea 
a: -+- A = :f ; donc , en fubftituant ^ a:(, r=z y^ ^ 
équation à la parabole. Sur Je diamètre a m (fig. 6z) 
avec le paramètre =: a , décrivez la parabole can*^ 
dont les coordonnées ap , pc failènt entr elles 
l'angle donné , ap fera== | Se cp ^bss y ; mais; 
X =: :f — ^ ; donc prenant ad =: b ^ U% dp fe- 
ront =3 jp = ç — A. Ainfi le point rf.fera 1 origine 
des X qui feront pofitifs du cote dé m , & ncgîtifs; 
du côté de a. Si Téquation avoir été ax-^ab =>V 
on auroit fait x ^^b s=3j( ^ & par coniequeÀ 
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X 3p :f + A ; donc prenant a g ss=f b , les x conv- 
inenccf oient tn g. - 

1,02. Exemple II. On, propofe de conjiruirc 
f équation j»:j-4-aJif = ^*-— a y'. Faites d'abord 
y + <t ^ :f i ou j = :f — a pour avok :j a: = 2 a* 
T-^a:^ y on en tranfpofaht 9 ^^x -+- /z;j = xa\ 
Faites enfuitç ,x -+- a sc= ./? , vous aurez ;f /? 3=3s 
jLû^ =2 ç* , en faifant la: ç :i c : ^ ; or Véc(\xzy 
tion :f/7 = c^ appartient. à l'hyperbole rapportée 
aux afymptQtes* Pour la conftruire tirez fôujs l'angle 
donné , ou fous un angle quelconque fi cet angle 
n'eft pas donné, les lignes M/;2, N/2,(fig. ^3) , prê- 
tiez ca = a y ab =:: 14 i '&' entre lès aly'nîptôtes 
M/w , N« décrivez iwxip hyperbole qui paflè par le 
point b ( ce qu'on pçut "faire' p^r k fliéthode que 
jious avu^s enieigiiée dans les Scâ:io;is, Coniques )a 
les cf feront = p , & les fg = ç ; mais at = ^ 
^^^azzcf-^ûc; donc les 'Af tomfQeîîcencfen a* 
A caufe de j 'zn Ç.rrf » diyifez a b =: la en deux 
parties égales en rf ,, & par cepoint menez ^ A' pa- 
rallèle i nn y 6c vovis aurez h g zz 's^-^ aj=^y. 
Tpuifque dh r=!z afy\ Ton aura les x czdh yicles 
V = 1" A» Si ^ == p , on aura j s=: ûf i c=x a. Si a: 
.eft pputîf & plus petit, quei a , les ordonnées font 
pofitives^ Si X z=. a y Ton aura j ==: q : car p = 

X ^ a :s2 xa dans ce cas': doncrasc?-^ — = - — > 

* c= û j mais yz=i':(^ai=a'^az=:Oy dans ce cas, 
.Si ^ y> ^ j les ordonnées font négatives , & en fup- 
pofant. a: = 00 ^ y ej[l négatif & = -^ iz. . Si i .eft 
négatif &' plus petit que a , les ordonnées font 
•pofitives, Si x négatif ^eft = i.^ a , lordonnée y eft 

oufinie. . : , 

Si l'équation étoit xy + axz^ay^a^^w. fâi- 
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faiity + ^===Îj X — tf ==/?, on auroit/^:^ = -— 2tf*. 
Oeft pourquoi prenant ca^ss a^ on prendroir af 
ss= liz , du coté des ordonnées négatives , 6c les 
coordonnées feroient d hic hh^ 

Nous avons fuppofé jufqu'ici que les conftatxtes 
permettent des fubftitutions convenables j fi elles 
etoient plus compofées , il faadroit les ramener i 
des expreflîpns plus fimples. Soit l'équation tf* — 
b X =^ y^ j faites premièrement a* = A c , vous 
aurez 3, (c — a: ) = j^* , faites enfuite ^ — x == :j, 
pour avoir ^;|[ ssss^^ , équation à la parabole. De 

même dans Téquation a-^^ éx = ^* , f^tes 

di zs, hf pour avoir Ju— ^ -4- 3 x = y* , cette 

équation fe réduira à la précédente , en faifant 

.-^-+- X 55 ç. Dans rcquation ^^--^ = 

y'^ , fuppofez 72^ = ( tf a -— bb). c y poitr avoir 
(^ — — ^)« AT -H { <2 — ^X c =K j^* ^ enfin fuppofez 
jfHr-c:;=ç & le — iiiïrf, pour avoir ^ç =^ J^* 9 
équation à la parabole* Dans Téquation xy-^ 
ax = dd -^ c y y fervons-nous de la fubftirution 
j^ + <z =: :f , pour avoir, en tranfpofanc > a: :^ + ^ ï 
== </i/ -f- a c. Suppofons enfuite x + c^zp8cd^zz: 
âfy il viendra/? ;? = ^* /+ <zc = ai , en faifanf 
/+ c = * ; or Tequation /? ;|^ =;= a ^ appartient à 
Vhyperbole. 

10}. Exemple II L Soit t équation x^ -{- lax 
^Bs^y* (a + ^ ) , * complettez le premiet membre 



* Ou «* -|- € * =iy , ftn rcpr4rcn(tai;it 1 4jpat c U *+* 
par i. 
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pour avoit **+ itix •+•11* =^..(a -+-5) + ^», 
faites .V -^-t iz = /7 ^ vous aurez /^^ = {a^ b)x 

l~n+J')- Faites encore ;p~j+y=î,& 
VOUS aurez l'équation à la parabole />* = :f. (^ +è). 
Avec le paramètre ^ -+- ^ ( fig. ^4 ) décrivez la 
parabole ag y dont la tangente à lorigine du dia« 
xnetre qui palTe par le point a foit a / * ; lesaf 
feront =: p Scies gf = :{• Mais p'^a^ x ; donc 
coupant a€=ia/\es cf feront = x. De même 

puifque y t= :f — ■ ■ , & que par la nature de 

la parabole y dc^z ■ ■ , en menant par le point 

d la ligne h d parallèle if a , on aura dh=, cfzn x^ 
Scghz^y. 

104, Exemple IV, Suppofcns quel* équation con- 
tienne les quarrés des deux inconnues j comme l' équa- 
tion y*-|. rtx = ly^'-'t by. Complettant le premier 

membre , & faifant ehfuite x ^ - = f , on aura 



p* = ay*-2*^+-., ou i?* - — = ly*- 
a Ay , ou en divifant par x , complettant le fécond 
membre, & faifant «nfuite y =::f,-.— --• 

i4 = ï** Il peut arriver trois cas (fig. 65 ) j 

dans le premier on fuppofera a* = i ^* , dans ce 



cas réquation devient — = :j^ j ;>* = 1 :[* , 



ou 



^ Si Tangle des coordonnées cft droit « le point a fera 
Torigine de Taxe de la parabole. 
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/ = ±" î V^^ ) cl*oii Ton ntep i^:: y^i : i : : 
|/(iO •• ^ •• ^ s * (à caufe ae ib^ = a^):: -: 

— Sdit c d sar - , tirez ^a aas-*s=stfrf, menez. 

XXX 

les lignes indéfinies ci ^ cd y Ion aura les cf=p^ 

les /^ = :[. Mais j = ;{-+-- j donc menant parle 

point d la ligne A </ parallèle à /^ , les A ^feront j^é 

De même x :=z p j donc les dhzza f feront 

X j ôc dans ce cas Téquation appartient aux 
lignes droites c ^ , r </• Si a* > z A* , fuppo-» 

fons ^* — ■ i A* = /»* , pour avoir — -— — =5 
f , ou /»» - -- = iç* j donc ;»»---.: j» : : 

1 : I : : — : -— • Cette proportion appartient à une 
hyperbole par rapport a deux diamètres m , — — • 

Prenant les demi-diametres c n zz ^^ c mz2 - — 

(fig, 66) y décrivez fur c/z/ l'hyperbole ng y on aura 
Us cf = p y & Usfg == :f. Coupez ca sas ^ 

vous aurez af=:p — ,-os=: at. Menez /Zi/ pa- 
rallèle i c m Se dh parallèle à c/, faites ad=z 

- & vous aurez A^ = ;j + - = y ; donc les coor- 
données 4^ l'équation propofée feront dh :s af 
zzx , ÔL gh z:zy. 
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^W— — "^f— — — — — — !■! ■■■■■ I I .1. . I I I I I , 

- Enfin fi tf* < 1 A* , faites 1 A* — a* = /w* poue 
avoir— -+--j- = :{*, oup^H = ^î i donc 

/» H : ï*.:: 1 : I ::— : -— • Faifant le fe- 

^ . • 4 ® 

cond demi-diametre c m ( ou le fécond demi-axe (i 
Tangle des coordonnées eft droit ) = — , le pre- 

miet demi-diametce en = — 7- , décrivez Thy- 
perbole '^^ ( %• ^7 ) > les c/ feront = /? , les fff 
;== îç j' donc ayant pris ca z=-- y ad^- & paral- 
lèle â c/i, menant dh parallèle à c/, les afft^ 
tant = X & les A ^ =^ ; ainfi dans ce cas Téqua- 
rion eft i l'hyperbole rapportée à un fécond dia- 



mètre * 



105, On peut voir par les Exemples précé- 
dents que tout fe réduit a fubftituer une inconnue 
à la place d'une autre inconnue, jointe à une conf- 
tante pofitive ou négative, & qu'on a fouvent befoin 
de completter un membre de l'équation. Après 
avoir trouvé la Courbe que donnent les fubftitu- 
tiohs , il faut rétrograder pour déterminer les x 
& les^ , c*eft-i-dire , les coordonnées de l'équation 
propofée. Comme cette méthode eft quelquefois 
compliquée pour les équations qui , contenant un 
des quarrés x* , ou y* , ou tous les deux , con- 
tiennent encore le redkangle xy , nous emploie- 

^ Soiis le nom de diamètre » nous conapienons les axes 
qui ne différent des diamètres qu'en ce que Tangle des 
coordonnées, par rapport à ces derniers , eft oblique , tandis 
^u*il eft dcoic pat rapport aux premiers* 
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Ml I ' I " ■ 

rons pour ces forces d'équacîons la méthode des in* 
déterminées , en nous fervant d'un artifice qui rend 
la conftruâiion facile. Pour cela je difpofe Tcqua* 
tion de telle manière que tous les y fe trouvent 
d*un côté , le ternie où fe trouve y* étant pofitif & 
fans coefficient ^ ajoutant enfuite de part &c d'autre 
le quarré de la moitié du coefficient de^, le premier 
membre fera un quarré parfait ,, dont je fais la ra- 
cine = \. Ayant fait la fubftitution » je trouve une 
équation qui ne contient pas le plan \x. Si je conf- 
cruis la Courbe des indéterminées \&cx ^ Se qu'en 
rappellant les fubftitutions je détermine y, les j< ne 
fe termineront pas à la ligne des x , mais à une ligne 
dont les abfciiies feront aux abfciflès x en raifon 
donnée. C'efl pourquoi je conflruis l'équation en 
prenant mx Se non x |>our les abfcidês ( m eft une 
quantité qu'on détermmera dans la fuite) & :f pour 
les ordonnées. Cela pofé , je tire par l'origine des 
tn X une ligne qui fafle avec \ts mx ^ un angle tel 
qu'en ajoutant a :{ ou retranchant de :[ la quan- 
tité qu'indique le Calcul , je puiflè déterminer^, 
en ajoutant ou retranchant . s'il le faut , une conf- 
iante. Enfin , je déterminerai la valeur de /n , zxxfTu 
bien que la grandeur des angles qui doivent avoir 
lieu , pour que les lignes x &cy faflent entr'elles un 
angle donné. 

10^. Exemple V. Soit Inéquation y'^ '"^lay 
4- ixy S3=s û* -f 4 tf AT — AT*. J'ajoute de chaque 
côté le quarré de ;r — a , moitié du coeflScient 
4e jy , pour avoir [y ^ a^ xf = xa^ + xax. 
Je fais j — fl + a: = :j, il vient t^ z=.{x ^ d).ia^ 
équation à la parabole. Mais on doit conftruire la 
Courbe de telle forte <jue les abfclfTes foient mx&c 
non A\ C'efl pourquoi , en cpnfervant l'égalité, je 

difpofe 
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j^ i — -—^ — ^ ^_- -. 

^ifpofe ainfi réquatioh : ç*.jtes • {ma *-\^ m x). 

^uppofons qu'avec fe paramètre — ^ , &n décrive 

fur le diamètre a/ ( fig. 68 ) la parabole ai y dont 
les ahïciâes foieht ^/. == ma + m x ècits ordon- 
nées /Ai ( parallèles à la tangente (ib)z=. :(• Pre- 
nons a c:=^ ma , nous aurons cf=z mx. Pour 
trouvet y = ^ -|- il *- jc ; prolongez ba en rf, en 
force que adzz a^ menez i^^ parallèle i fa , 8c 
prolongeant i / jufqu'a la rencontre de g d , vous 
aurez m g :s: %f ±= m x\ Se g i == :{ + ^<. Pe !j 
-+- il retranchant x ^ il reftera la valeur de y. 
Supposons qu'on ait meilé la ligne mh ^ dt ma- 
nière que riinterceptée gk zsz X9 on aura Ai = 
^ i — ^ A = ç -|- il — • ^ = j. Afin que lés y fe 
terminent à la ligne des x , il eft necelFaiTe que 
Ton ait m^h = x. Il faut donc trouver une valeur 
de /» telle que Tcm m gh-tz m h = x ^ Pangie 
mhg étant donné. Faifôns le triangle r t s dont 
ï'angle s foit égal à Tatàgle donné àes x & des^ , 
ç'eft-à-dire = mh g y\ôc dont les côtés sr ^ st 
' fôient égaux entr'eux» Je fuppore chacun de ces 
derniers cotés :^ a ^ & je. fais le troifieme côté 
ftrz c.Ciela pofé , lies triangles fémblàbles srt ^ 
hmg donneront a i c l\ x i m x \\ i \ m ^ dohc 

c . , " , ^ a itf* - 

jTz = - j idohc te paramette a b = '--^ i= — & la 

ligne c a xz dm zz tr^ a^ez c. Puifque l'angle ifigk 
= r, l'angle b af(et2L le fupplément de Tangle f , 
parce que les angles g Se afi font égaux j or baf 
itù, fupplément de fadt=s afi. G*eft pourquoi 



la' 



fut le diamètre af avec un paramètre iz 3 s= — ■ 
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& fous Tangle b a f (nçflément de Tangle t ^ où 

. décrira la parabole ai ^ an prendra d a := a^ tne^ 
nant dg parallèle if a , fur dg on cx>upera dmszzc, 
tirant /tz /i de telle îbrte que Tangle gmh foit = / 
c= r , on aura mh:=i x j A i = y. Si les x' & les j 
doivent faire un angle droit , on aura m == Vi. 
107. Exemple VI. Soit l'équation convena-- 
hUment ordonnée y^ — xy =r a* -*-**. Complettant 

le premier membre» fa&£mt enfuitey — ---s :|[^ 

il vient :(* ss a* — ** -^ , ou ç* = a* — i J^f', 

équation à TEUipfe. Pour fitîte que les coordoiï- 
nces foicnt m x èc\y multipliant Téquation par /»* 
& la divifant par -J , je mi donne cette forme 

5: , /72* ;c* j d ou Ion tire 



. (mxY : {* : : : a^. Sur les demi-diametres ^« 

a= — ;— 6ccbs=:ay foit fuppofée décrite l'Ellipfe tf i^ 

( fig- ^'p ) ^ on aura les c/ss mx Se le^/i= ^, 
on fuppofe /s parallèle à c *• Mais parce que^fer^ 

X ' X 

H — , on mêlera ch de manière que A/=2 -, À 

Ton aura ki 'ss y j or pour que y fott terminé 
à la ligne des a: ^ il eft néceuatre que c A = x. 
Puifque c A doit être double de /A , & que Tangle 
c A i des coordonnées cft donné * , )e conftrds 
un triangle r j r , dont Tangle s foit égal à Tanglc 

^ Si cec angle n*étoit «as donné y en le prcniroici 
Volonté, Se pour plus de facilité on poarroïc le faire droic 

' 5i Ty — = ^ » oufi xfffcft= v^ j ôdanglc^i^tf dc^o^, 
«Q aura lAi cercle. 
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donné , ôc dont le coté rs foie double de s t. Soit 
r^s= ^2 , j ( = -& joignantr&f , jefuppoferr=c=c* 

Nous aurons donc aZ cil i z ms=s 1 ainfi le 

a ' 

demi-diametre ca=i -j- • L'angle cfh eft = 3 Cit 

( â caufe des parallèles Ac, iA)=r; c'eft pour- 
quoi avec les demi-diamecrcs cb y ac faiiant eii- 
lenible Tangle b ca^=t ^ on décrira r£llipfe b a. 
Enfin menant c h telle que Tangle h cf foir = r , 
les c h feront =^;r;r& les hisi:zy. Si T^ugle j ===. 
ihc eft de 90^ , onaur'am = 7 y'5. 

X 08. Exe mtp l je V I I. *Soir l' équation 1 ày — 

} ^;t-4-4 ar* sss-^ ty^'-^ ^^y* Faisant pafler tous 

les termes affeétés .de^ dans le premier membre > 

& tous le? autres dans le fécond & divifant par z , 

j'ai réquation convânablement ordonnée y^ •— 

^xy-^ay sas — ^ — x jr». Complectant le pre-- 

XX éÊ 

«ier membre ,' ifc; faifa^c enfuite y 1 

t= If , il vient i^ == -T ^ , ou 4^a s=:;r»-+-4^ 

Je cherché le lieûrdes co-ordonnées {& mx. En mul- 
tipliant l'équation par m* , j'ai 4/rt* :(» = /w*a'*-4? 
/w* tf » , d'où je rire aifément (mAr)*-h(/wa)»; 

^» ;: { m ^ )* : — . Jedécriis l'hyperbole Bi (fig.yo), 

dont le fécond d<$mi-diametre foit cassirnuySclù 

premier ^ B =~t.} lesr/feronts=/w;e&les/is=(w 

Je mené BK parallèle i cf, pour avoir i ^=8^ .— ^ • 
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A cette quantité j ajoute i x pour avoir y. C*eft 
pourquoi je mené B A , de manière que kk=^ x^ 

afin d'avoir ki = i hî>? ==>'. Pour que fous 

Tangle donnés Ai, l'on ait BAe=Ar&*A = f at, 

fuppofant l'angle j = B A i , je fais r j = a , j r ==s 

— , je tire re que je fuppofe = c, & fuppofant 

de plus , m • asst c , j ai aUW i \m s= — ; donc le 

demi'diametre ça^=^ma^=si c ^ cB étant toujours 

;s=: -• Difpofons ces demi-diametres foiis l'angle 

B cû =r , décrivons l'hyperbole B l , tirons la tan- 
gente B k néceffairement parallèle i cf & menons 
B A faifant avec B k l'angle A fi ^ = r » on aura 
les B A = X , les A i =3 ^. Si l'angle s croit droit , 

on auroit c* x=rvz* H =as' ■ > <^=- V (13)» 

4 4 * 

OC m sas • ■ * 

1 

1 09. Appliquons maintenant la méthode ixtx 
équations qui ne contiennent pas y*. Dans ce cas 
•il faut difpofer le plan x*^ de manière qu'il fott 
pofitif , fans coefficient & placé du même côté que 

AT* , comme on le voit dans l'équation xy = 

. • '^ ■ ^ 

ax — ay-^a^. Suppofez le . multiplicateur y •« 

^ de Jf ) == ç , oay = ;[ -H - , & fubftituezla valeur 
de y dans l'équation donnée* pour avoir ;c :( =?= 
. at^a^ ^OVLXX sss a* — ix ?• Faites 
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a a* 

j -^ - S2 tt , vous aurez xu:=z — '^au^ on xuJ^ 

a* 

au:=: —Sion rapporte la Courbe auï abfciflès x^ 

on ne trouvera pas que les u foient terminés i U 
ligne des x. C'eft pourquoi niultipliant Téquatioa 

par /7z pour avoir tt(/»;p-fmtf)=—^ 3 je Fais 

mx 'jr ma tssp , il en réfiilte puss — <*- , éqûf- 

2 

non à rhyperlK>le rapjportée à fes afymptotes. Sur 
une des ailympcoces (ng* 71 ) prenez ca :=z ma^ 

menez iz B = - & parallèlement à Taucre afymp* 

tote cm y décrivez une hyperbole oui pafle par le 
point B , & vous aurez les cf:=:p , les/i::s: u. Mais 
mxz=ip ^mai donc af:^mx^ De plus » parce 

que \ =« + - j faifànt a rf = - , &' par le point 

d tirant i n parallèlement ï cf^ on aura les dg s 

af^=z « X fie les ^ i = î- Mais j^ = ij + - j je 

mené donc dh At manière que h g foit ;=z \ x y 
Se alors h i fera = y. Pour que y fe termine à la 
ligne des x , il faut que dk z=:x. Déterminons i 
préfent quelle doit être pour cela la valeur de n^^ 
Parce que Tangle ^ Ai des coordonnées eft fup-< 

pofç donné , tf, que <^A %. ghllx i -: : i M , jfe 

cpnftruia un triangle ts ty dans lequel l^apgl^ s foit 

égal à l*anglQ (lonnc , |e prends r ^ =; 12 , j^ =3 - 

Se je fuppgfe r r ssi c s=i ma ; donc w as -*• 



Digitized 



by Google 



«94 Cpyiit^ PI MATuàMAxx^uns^ 

Ccft pourauoi çmre les afymptotes c/w, cm fai- 
fent eûçr'elles Fangte mctf'ï:? r, ayant pris 4:a^ 

qui pafife pdT 1^ pom B^ .Ayaat fa^ « 4^ tp ii B » 
|e hoenc 12 ^ paraÛi^ à c a^w^n yè àr^ dh de. ma^ 

niere que l'angle k dg(oic == r ^ Içs rf A fçront = x ^ 
it Içs A ï paraltelOJ à c^ H^tàtir; =i/* Si f<axgk 1 

Rbmakqvë^ Si hiptinxj fe etouve datts Tcq^i^ 
,|ksi a:vec ^ quatre y^ fans qtM^ ^ x s'y tpOQuye » 

changeant y tn x ic rccîproquetnenc , on aura onç 
cquat;ion qui fera dans té cas decôHe que ifôUs veûôflis 
de conâxQiçeir Pour connotore (\ ixnd équaçMMt indé^ 
lermîné^ du Second degréi s^fpartirat à une Se^cn 
Coniquiç plmôc qaU tauire \ rç lUiçz c^ ^|ue nom 
avens di(,Cix& i^)« 

Nous allons iftaintenant réfoudra quelques Puk 
\iAme& indécetminéi du ftcoittl dq^c». 

I id;. Pr^obl.eme< «S'c^ir âiTz (fig. 71) la tan^ 

gfinte d'un cercle dont le centre cfi ç y fuppo/ant 

toujours qm pnrallde nuMameùre ab & égéde i 

fint4HepUè frffjCn éâtfiànàe Us lieux de soks Us, 

jpôinc4 q^ Titfanf f P pecpi^ndkulaïrement ^r fe 

^ametreriiz prolongé 09 failam ¥ q ^am s/, 

1^ ^ :»stqMmrmim ;tf , c A =s a^ Pac la propncté 

du fercle^ {a mf s? iiz r ><./ç M ( car la tangçnie eft 

ïiioyenne pôportibnnclle' entre la fecance & h 

f9xM ho^ àk cttcX^ 3 vojresfr la Géonvémc ). 011 

;^^=^Ar, (x.4r la) oujf'.* » lie AT -t- X*, équa- 

tioj) à une Kyperbole équikfere dont les axes lonç I 

,^aux au diioiew donné. Il çft vifible que les \nr 

Hrcçptéçs r ^ i\x qiiarç de cerclé a r/ tforinenc f;^ 
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U xCe& pas non plus d^^U^ à^ voir <juq ps^r 1^ 
inoyen de la cangeni;e N ^ k » on formeroïc Thypei:- 
Ibole oppofée nb h. 

III, ProblImb. Etant donne un ppmt 4 
( fig. 7 3 ) entre Icf cotés £un ongle ahc ^ trouver 
une Courbe nm qui foit telle qu^eti menant par <i 
une lign^ quelconque amçj les interceptées am ^ 
n ç foient toujours égaleu Par Içs points m Se n 
(irez ms Hc nd parallèles au côté bc &c fuppof^ 
^s zzx ^ms'zzy^ ndz^a^ Puifquf p^r la n^ucp 
4u Prqb]|m^» a/us/ic, pnauraaj;;7Â(/=s^ t^ 
^païc a^ :?= ^^ =^ X. Or à caufe dçs p^^^lleles s m » 
nd l'oyçi ^ siX\ s mi\ adi dn^ ou^:^:: x;aj 
donc x^ 3=; i fl = ^* jj |çn faifant ^ a »= ç * j qr 
xy = ç* eft vuae équation à l'hyperbolfî par r^ppçft 
aux afympcoces ba ^ bc. Décnvs^c donc encre ces 
lignes une hyperbole qui pafTe par le point /z» on 
aura la Courbe cherchée, 

lïi, Prob-lAme. Confiruire im quarré égal à 
un rectangle dont les cotés différent d'une ligne don^ 
née 1 a. Sbicy le côlé dfi ijuarré , « !e petit c6cé 
du reâangle \ donc le grand fera =s .v -h z a. Ma^s 
par la nature du Problème Ton aj^ = iaAr + jr'^ 
équation i Thyo^q)^ jéqqilatere » 4wt le;$ a?ts 
tenc «égaux k U ligne i a^ Amfi qiielque parc qu'on 

Î renne Tordonnée^ , Ion quatre fera toufoups égal 
un rcftangle , d6nt le^'coçcs différeront de la 
ligne donnée xa. \ , „ 

iij, P^pftLBMB^ A'îi^fwW M^ qu^rjfé égal ^ 
un xeSangle ^ dont /^ finome des cous contigus 
tfi conjl^tnte 4^ ss^ la. Soic^ te^c^té du quasfié^ 

"^ C9V à caufe des parallçlcs «<^, m j ^ 1 on a ma: cnii 
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demandé ^ x nn des côtés du reébangte , te côté 
contigu fera = 2 a -* x ; mais par h nature du 
Problème y^ = iax^ x^ ^ équatîon i uti cercle 
dont le diamètre = 1 a ; donc le guarrc de chac^ue 
ordonnée & le reûangfe des abfciflès correfj^h- 
dantes auront la propnété demandée. 

114. Problème, Deux lignes paraHeles ah ^ 
' ' h g dont le^ extrémités a & b font fixes ( fig. 74 ) 
étant données de pofition ^ on demande de trouver 
entre ces deux lignes, un point m par oà ùr par le 
point a ayant tnetié la ligne am d & la ligne 
pmq parallèle, à ba^ bd joit à mp comme unt. 
ligne donnée f eft à ba. Suppofant k chofe faîte» 
foit abzzzia y ap-szx ypm zz^y. Les triangles fem- 
blables abd ^ ntpq, donnent mf\pa\\ab\bd^ 

Qu y : X II a :b d z::-^. y nuis par la. nature d^, 

, Problème,-:^ : j^ llfi ai donc/^s -^ — , ou 

fy^ =; a* * , ou j^* 5:?^Ar^ ouj'* z:zpx en faH 

fanr -j^z^p^ Cette équation appartient à uoe pa.- 

rabole , dont a k eft la ligne de x,. 

Remarque. I> y a des Problèmes qui fafoUFent d'abonl 
tflcz difKciics & doni; to fohittoo né^noioîns eft très-facile-, 
fn fjsiCw «xcentioo à «aujclque pcQf riicé dçs Courbes. Qu'qa 
demande, par exemple , la nature delà Courbe A^DR 
( fis;. 74 A) , telle <|u'a)rant d,^crit autour de l'axe A 6 une 
infîniré de paraboles LA » F A , DA , &c. ( de raabiere 
cependant que le plus gf^nd paramètre Çoit *^ i. AB>, 
Zc dun poitic 9 pris far fa^e.A 9 ». ayant mené tes lignes 
.SL , B F V&C* perpendiculRÎlQS fur ces paraboles , la Courbe 
A F G. ^ pafTç par :ogs 1<$ points ou ces perpenc^cul^iresL 
' rencontrent lecirs p^r^boles, pes points L » F , D , ayanç 
93mi ksJigQes/t R ^ F'i^; DT, &c,, jcr^dnditùfelitç^^'ài 
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(axe A B , je rcmarqae que 6 p e(l la ibus-norma|e dç Jj| 
parabole G A , B P la fous-normale de la parabole D A, &c« 
Soit mainccnaot D P =y , A P=: ai , A R= i^ ; dod« 
B P = 1 i — X* Par la nature de la parabole D A , çi| 
faifant fon paramètre = i/F , on ay* = %p, x. Mais U 
(bus<-normale B P eft la moitié du paramètre 5 donc B P =/; 
sazx^ — « & y'^ = 1, ( i^j: — xx). On trouvera df 
même que pour la parabole G A , en faifant Bjp = x ^ -«- » ^ 
-^P =.^* fi/' ^ y> <^J^ trouvera, dis - je , y^ sas 
^. (it X ■; — ;iPAp) , & ainfi de mcmc pour toutes Ici autres 
paraboles'. Donc "dans la Courbç A L B les quarrés des or- 
données Coiit entt'euz comme les doubles produits des 
ïtbfciflès^& 1^ — iif; e'eft^à-dire» qu*on a toujours y^: 
a^x — XX : : 1 : i. ;; aa i bb (en fuppofaot aa=^ 
%èb ) } donc y^ : ^ix — ^x ;: aa : ab , &' y* cas 

T-T (i^« — «*), équation à rBllipfc. A%ùû la Coutbo 

A DB eft une demi-Ellipfe ^ dont l'axe AB = 1 1 , & dont 
le demt-âxe F Q = tf. Pour trouver FQ , on prendra le 
produit de deux ab(ciffes quelconques (AP, BP^ par 
exemple) & Ion fera A P. BP,=;: %bx — xx : (DP)* 
^=:y^ :i ^b:aa j; ic quatrième terme d^ cçtte pioportioa 
fera connoîtire Iç deupi-a^c 41 ?= FQ, 

J)e la Rejhlution Géométrique des Equation^ 
déurnùnécsi du (roifieme & du quatrième degrés 

ii5« Si on réfdat une équation décerpiinée'dii 
troifieme & du quatrième degré >en deux équations 
indéterminées du fécond degré , les interîeâions 
des Courbes repréfentées par ces équations indé^ 
terminées j, donneront: les racines de 4 'équation pro<* 
pofée. 

Pout* le faire^ concevoir plus clairement, foienc 
•les équations ^^ =i ay ^ xy = ab , nous aurons 
deux équations & deux inconnues ; ainfi nous 
pdurron^ parvenir à une équation à uno fçulein^ 
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eonnae. En effet la première éc|aatKm itoone -• 

ss^ j cectc valeur dey fabftîcuée dans ki féconde » 
donne l'équacion déterminée du troifieme degré 

«- =: tf ^ ^ ou x^ z:z è a^. R^iproquemcnc |e fim 

refondre cette derdicre équation en deux annca 
équations indéterminées du fécond deecé » en fup- 
pofant x^ =;: ay y ic x^ = ^ A , de la com&- 
liaifon deiauelles réfulte l'équation ^^ =3 a^ A. 

Ayant refolu Téquation du troifieme oju qiu- 
ffieme degré en deux équations indétetoûoées du 
fécond degrés prenant la li^ne ap (fig«75 ) pour 
Vâxe Ik le point tf pour TorigAç des ;v d<s l'aime & 
de l'autre Section Conique donnée par ces équation! 
indéterminées 'y on décrira ces Gatur1bes,& les racinei; 
de l'équation jropofée feront déterminées par lei^ 
points d'meerfe^on de ces Courbes, Dans t exei»> 

ee pcopofé fur la tangente ap ^ décrivez b parj^ 
>le am, qui fêta le lieu de t^uation x^ =: ay^ 
Menant enluite a n parallèle aux ordonnées p m , 
décrivez l'hyperbole de l'équation xyzaab^ entft 
lest afympeoees^â/? & n a , le point m d'incerièâioR 
des deux Courbes am y lAm déterminera Tordoo' 
ibàemp ^ 8c fabfôâiè ap déterminera k lî^uli^racifie 
féelle de Féquation x^ siui^ b > car le&auQ'es racim^ 
iîmt imaginaires ^.auffi les CoKtrb^izç^,^ M^^z <M^ ift 
coupent qu'en un poinc 

- Il ne sagicdcmc que de réloin^f^ réqvia«QO dé« 
terminée du troifieme & du quatrième degré e<à 
deux indétoemiiiées du âiccmi ^ (elles qu« de cest 
équations en pùiire reprendre l'équation propofée;, 
mats pour plus de facilioé » on peut fu»)^ier Uie 
équations du ttoîûraf & dtt^uAtnctffM àt$«é d4^ 
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UytétÈ <}a ifcond tef me« Seulemem il ùnadrz, avQtv 
Miention.cl'ajodfter aux saciiies trouvées > k (icrs da 
coeftcieiK du fécond tarmo qu'on aura fait difpa^ 
toicre ^ mais on afoocdta le qu^|Lde ce cœficient^ 
t'il s'a^t des équations du*qfl|^eine degré, en 
priant ce tiers oa ce qaart avec un figne comraite *« 
1 16. Soit ^equéttiùn générale du troffieme degré 
délivrée du fécond térm* jp^ + ^ * •* "*• «/* «« ^» 
iriAf/ii laquelU a ^ b peuvent itre pojîtifs ou négatifs^, 
Faisons jr* BBtb «^ & fubfHcuons la valeur de x? 
^ns i'équa^îcHi prdpofée » pont avoir , en divifaot 
par a , j^jc ^bx^-^p- =5: o. L'équation x* =ajf 
appartient i fa parabole* Pow conftruire Taotre 
Ajuation ^ faifons -^ -+- 6 c: :[ flc nous aurons , en 
tranfpofant , x :i £»/* , équattoft à f hyperbole entre 
fes aiympeotes. Avec uft paramètre =r 4 (fig, 76), 
fat dm prife poqr axe des x » dont Torigne eft 
en «f) on décrira la parabole /7^/z, qui aura dm 
>our tan^enie à Torigiiie ^de Taxe </^ des^^. Par 
la propriété de la parabole , {dm)^ ca (^«)^=sx* 
|3a X^jrsa^; donc dn eft la parabole cher-* 
chéç. Pour conftruire l'hyperbole de Féquation :^x =a 
f^ ; comme ces deax Goqrbes dpivefK avoir le 
même axe àt la même origine des x , je prenc^ 
çd^=ib ^ & par le point b je tire icq parallèle i 
dm i il eft vtfîble que l'angle fcs cks drymptetes 
fera égal à l'angle m dt Ats^x Se dtsy^ ce qui dote 
toujours être en pureil Ols. Cela pofé je cherche 
im poisnt quelconque de l'hyperbole M/i » en faifanç 

■I l ■ ■ ■ ■! > iii p ,1 m ■! ,, 

^ It a'eft pas difficile de voir que dans ce câs le tierftda 
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quantité qu*on peut facilement contioîcre : aînft 
g n fera connue y donc on trouvera atfémem un 
point n de ^hyperbole } on trouvera de même les 
autres points en £û£mt varier € q. Nous avons donc 

qn=zi =yHA& y:=zi^bznqn mq ; 

donc m n =^ fi^m =: c ^ = x. II n'eft pas dif- 
ficile de voir que le point d'incerfeâion n dcter- 
minera une des racines dm é^ l'équation propc^&u 
Si a Se b font pofitifs y la parabole & Thyperbolc 
ne fe couperont qu'en un point > & l'équation n'aura 
qu'une feule racine réelle , la m&me chofe arrivera 

1 1 7. Soit maintenant C équation générale du qua^^ 
trieme degré x^ ^ fg x^ ^^ p. i x ^ P c =: o. 
Je fuppote pc^=i x^y^ \ faifanc la fubftitution , il 
vient x^ -+- fg x^ ^^p.bx :+* ** jk* = o. Ecrivex 

aînfî le troifieme terme ^ . ' y fV(fc) x. Subftt- 

tuez dans ce terme xy i la placç àefV(fc ) ( car 
de réquation/^ c'j=^x^ y* l*on tire xy =;/ V (/c) ) 

pour avoir l'équsttion x^^fgx*+ — -^ x^ y 

+ x'^y^ =zo ^ ou en divifant par ** , ^^ +/^ + 
b Vf 

——y Hh^* = o. Cette équation eft à TEHipfe & 

Von prend le figne -4^ danc le dernier terme » & au 
cercle iî dans ce casi l'angle des coordonnées eft 
droit. Si on prend le figne — l'équation eft X 
rhypcrbole équilatere. Dans le premier cas joignent 
rEllipfe ou le cercle & Thyperbole équilatere dans 
le fécond casr avec rhyperbofe de l'équation /V(/c) • 
^^^y y Us interférions de ^ces Courbes détermi- 
l^ront les racines cherchées. Si l'angle des coor-.- 
. omnéo^ ^(k fuppofé droit dans le cas. du %n^ -7- ^ 
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4Dn aura les radnes par les incerfeâions des deux 
hyperboles éauilacere^ Il eft facile de voir qu'on 
peut , en mulciplianc réq«acion du croideme de- 
grc par X s: o , ou par x — o =: o > la rendre du 
quatrième degré & CiH>uver facilement fes racines. 
On peuc aumconftruire l'équation générale du croi* 
fieme & du quatrième degré par le moyen de la pa- 
rabole Se du cercle. Pour le faire voir » foie f fig. y 6 A) 
une parabole DEF , dans laquelle on ait Téoiiarion 
y ^si 6 X -+^ x^ y fi étant Tongine des abfcidès qui 
fe prennent fur la ligne MN , & i*angle des coor- 
données étant droit (Voyez la Note du n* loj), fur 
Tindéfinie BA , on prend BG=s(/ Cou = — ^ 
û cette ligne doit être prife dans le prolonge- 
ment Btf), fur G H parallèle à MN on pren- 
dra G K ss/, quantité à laquelle on donneroitJe 
(igné — , (1 on la prenoit vers la gauche. Du point 
K , avec un rayon K F =c , je décris un cercle FA 
•qui coupe la patabole en F. Maintenant puifque F lac 
y &BI=;x,en rapportant ces lignes à la parabole , 
onaura FHc=j^-HI = Jc*i-Ax-rf, &KH 
s:LI=GH-GKx:x-/. Mais le triangle 
feâangieKHF donhe 

+ :^* ^ifx+p 
ou x^ >+. xhx^ ^i^x^-^ibdx^d^zzo^A). 



'X^ -c* 



Prenant maintenant une équacbn quelconque du 
quatrième degré, qui (èra toujours renfermée dans 
ia générale x'* -f- /? jr* -4- ^ ;(f * -4- r * -4- 'T = o (B) , 
les B I qu'on doit trouver feront les x, ou les va- 
leurs des racineu de cette équation* Comparant à>ap 
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^ales, nous aurons lizzp ;ik^t d '^ i j» fj 
— . 1 Ai/ -— i/spcs r ; ddy^ ff^^-^€C ?» «• 
Oc les iigûes ik&pà^ pat fes kûces b ^ d^ f^ ^ 
peuvent soulonrs eo» pi ifes île la iott^arar nécef^ 
l'aire » peut qoeoes ««{ttasioos £ûeiit vraies » puîÊ^ue 
ces équations ienreiit à les dctccmitier^ La preiiiî«r9 

donne Bsz^p; la féconde donne </ ii ^ ^ 



1. 



— ; par la troifieme>/: 



g*. . i. '^i i. M ^ & par la dernière en* 

en, c=: v'X^^-H//:— ^)^ U'eft vfible ,, pîtf 
4'mfpeâion de ers «équations^ ffx^i y d^ /ne peu- 
-vem famais ecseimaginaires. A l'égard de c^ cela ne 

S eue arriver qu^aucanc que s feroic une quancûc po« 
cive plus graode.q]iie dd+ffé Mais parce que d& 
4}étermine non^^ittuemenc par /^^ f , niais auffipar 
Tunité de ligpie , unité que Top peut prendre auffî 
^ande qu'on vetit ^ on ponna ronj^rs rendre dd 
^-/ypkis grand que <r^ uippolèr toujours c poffible« 
Si le cercle coupe la parabole ena qnacre points , U 
oropofée aura quatre racines réelles >^ elle en aura 
leulement* deux , s'il n'y a quô deux points de fec- 
tipn : mais toutes fes racines feront imaginaires, 
4i le cercle ne rencontre pas la parabole. D^autve 
coté , parce que les racines imaginaires d'une équa-- 
tion font toujours en nombre, pair , le cercle cou« 
^rà la parabole ea deux <m en quatre poi^acs ^ oa 
'De la coupera pas du cont. Si le cercle-, ne faifoic 
-que roucner k parabole , chai(|ue point d*actouche«- 
-ment indiqtteioit deux raxrines i^les qui fe confoo^ 
^^Mtent &i une feuk;} de force q^iis dfiifx pointa 
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^'àttcmciiètotntindiqtMnroietk quatre racines qui fe^ 
jroîenc égales deux à dçux. 

Soit maintenant Téquation cubique y^ -f- p ^* *f. 
^^ ^r s~ o , qui étant multipliée par x devient 
x^ Hh ;?x^ + î^* + rA:= o (A). Equation du 
iquatrieme degré» qui , étant comparée avec la gé- 
nérale du même degré , donne ^ t=s o ; de forte 
que dans ce cas ci= T/(i/</H-/f-*-^) , efts^a 
V^(<frf-t-//) ; ce oui indique que dans <?e cas 
Tune des racines de^J'équation A eft = o , & qufe 
le cercle décrit du centre K avec le rayon c pafle 
î>ar le point B , origine des abfciflès. \jt^ autres 
xacines de Téquation A (les mêmes que celles de la 
propofée) fe trouveront facilement ; car puifque une 
«quation du troifieme degré doit avoir une racine 
tcelle & deux imaginaires , ou bien trois racine 
réeUes , le cercle coupera la parabole en un btt 
trois points, ou bien la coupera en un & la tou- 
chera ^i^ un autre point* 

Nous donnerons dans la fuite une méthode géné« 
»ale pour conftruire une équation d'im degré quel- 
conque, par le moyen d'une feule Courbe & dune 
ligne droite* 

Solution de tjuclquts Prohlêmes gcométrltjues déter^ 
minés & indttcrminés dts degrés fupérjeurs^ 

!ï8. Problème. Trouver deux moyennes prof» 
portiànnelles x & y entre deux lignes données a 
& b. Il eft évident qt|6 k première moyenne pro- 
portionnelle donnera U féconde, c'eft pourquoi 
nous allons chercher la première. Par la nature du 
Problême ai x il f^i y^iiy ib ; donc par ianacure 
des progreffions a^ : x^ iiaib ôc x^ zza^ b ^ équa- 
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non du croiGeme degré , que nous avons déjà conf» 
truite (115) par le moyen d'une parabole & d'une 
hyperbole rapponées , à fes afympcotes ; de force 
que Tabrciife a/? ( fig* 7 5 > eft la racine cherchée d« 
notre équation. Supposons ap= c ^ nous aurons 

par la nature du Problême a ic:*:c \y cr -^ , fé- 
conde moyenne proportionnelle cherchée. 

C0K01.LAIRS. Puifque par la propriété des 
progreffions a^ : x^ : : ^x : ^ , il efl: évident eue le 
cube fait fur la ligne a , efl: au cube fait lur la 
ligne X » comme a \ b ; donc Ci a i i il z i i, 
le cube £iit fur le coté a fera double du cube fait 
fur la ligne x. Si a =z ; ^ , le premier cube fera 
triple du fécond. On peut donc réfoudre le fameux 
Problème de ia duplication du cube y en cherchant 
la première des deux moyennes proportionnelles 
entre deux lignes domiées. 

Ji$» Problbmi. Un angle droit ah h ( fig. 77 ) & 

.un point fixe a fur un de fes côtés , étant dormis de pofi» 

tionfur un plan , fi Von mené du point ajufqi^d la renconm 

du cité hh^ une ligne quelconque bg & qu'on prenne tou" 

jours mg zn bg , quelle eft la Courbe à laquelle apvar^ 

tiennent tous les points m? Su ppo fa nt ]e Problème molo» 

du point m j'abaifTe ia perpendiculaire mp fut le coté ab ^ 

êihïCzvLiab^zza^ apzszx^ pmzssy; pbfetz^ssa^^x 

Se am fera =: y^ (**•+• y* ) j or les triangles apm^ abg 

a V 
donnent x ly \i ai bgssz r-'g m,f2t fuppofition.Mait 

à caufe des parallèles pmSc i^g. Ton aura ap :pb iiam: 
gm, oax :a'^ x:t Vix*^y*): gm=gb=^i 
d'où Ton tire ay=i (^a-^ x). V^ ( ** + ^*) » ou <» * j^* =ss 
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X. <2 •— X;\ X a X !.. X^ 

, ouy:=± -7-, 5^. Cette cxprcflioa 

Tait voir qu'à chaque abfciife il répond deux ordonnées 
égales , 4'uûc po(itive , l'autre négative^ Si l'on fuppofe 
X <^ 1 tf , les ordonnées feront réelles > dotic la Courbe 
pafïe au-delà de ^ , & (es deux branches s'étendent Tunâ 
y ers n , l'autre ve^s N. En prenant gn==:gi, Icsfriangks 

A V 

Mb g^^qn donnent xiy : : a : i g =z — = gn. Mais 
à caufe des parallèles h gScqn^ l'on ^aq: b qii an :gn^oïL 

tf V 

jc:* — tf:: V^ ( x* -f-X ) : -^ , d où il cft aifé de tiret 

X 

x^ — i. a x 
y ==i —T- ^"^Tv » V^^ '^ réquation pour les bran- 
ches bn , bl^. Du point b comme centre » avec un rayon 
'z=±a y décrivez un cercle dont a d Toit un diamètre , menez 
la tangente indéfinie/^ F, cette ligne fera rafymptote de 

la Courbe. En effet , ruppofant >:=±=i^, onay = + — - 

o 
s= '^ 00. Si Ton fuppofe y 3=v^(i4a: — A:*)^on aura 
en fubitituaot cette valeur dans i'équation que nous Tenons 
de trouver & ôtant la f ration , on aura , dis-je ^ %ax — xS 
ss*^—- 4Ca;,ou ^a — « = ;» — 49 0U5âs=i;c,& 

jc = — . Mais la Courbe rencontre le cercle lorfque fon 

ordonnée devient égale à ceHe do^cercle \ àinfî la Courbe 
^encontre le cercle aux points correfpondants à labfcifle 

1 10. Problème^ Divifer un arc de cercle mpqn (fig. 78) 
en trois parties égales. Suppofant la chofe faite , des points 
de diviiion p ^ q j'abaiife les perpendiculaires /7 j , qt fur 
la corde mn^ Divifant mn en deux également en ^ , il 
eft viiîble que sd ^= dt , & à caufe de mp=pq = qn, 
p ^ efl parallèle z mn. Cela pofé , faifons la conn:ante m d 
=:tf , ds =z'x,spz:zy y on aura st'ssc ix=pq==^mp. 
Mais le triangle reà:angle msp donne 4;^* =jy^ "^^^ — 
zax -^ x^ ^ traufpofant, réduifant , divifant par j ÔC 
Tome II. Y 
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Crnt * -h y ssx.onaç^ss: ^-f-^, ou î* — 
If- = ^ , ce qui donne r* — if- :y«.: s i .• j ••; ^-f- J 
2 — , Cette analogie appartient à une hyperbole , dont le 

premier demi-axe = — & le fécond = -^ — : l'angle 

des coordonnées eft ici droit. Pour décrire cette hyper- 
bole » divifez m /i en trois parties égales » mr ^ ra, ani 
& prenant le point a pour le centre , a r pour le premier 

demi-axe » -^ — pour le fécond demi*axe » décrivez Thy* 

perbole /> r M P , fon interfcâion p avec le cercle donnera 
Tare mp » qui fera le tiers de l'arc /n/r/i. Par le point /^^ 
tirez p q parallèlement à mn ^ le point q d'interfeâioa 
déterminera le fécond tiers p q ^ Se enfin n q fera le troi- 
fieme tiers de l'arc propofé. L'hyperbole coupe Je cercle 
non - feulement en p , mais encore en un autre point P* 
Le point P indique le tiers de l'arc m? n , fupplément 
à 5 6o degrés de Tare propofé. £n effet ,' fi l'on avoir voulu 
couper cet arc en trois parties égales , on s'y feroit pris de 
même, & faifant dfz=x , V f 'zz y ^ on auroit ttouvé 
la même équation que ci-defliis. On peut voir par-là com- 
ment on peut partager un angle en trois parties égales. Il 
fuflît pour cela de couper l'arc de cercle , qui eft fa mefure , 
en trois également} ce qui eft maintenant facile. 

m. Problème. Etant donné un quart de cercle àmh 
( Ag* 7^ ) > menons un rayon quelconque c m qui détermine 
Varc h m , dont le cofinus :=: cd & le Jïnus -=: md , prenons 
tare h f tel que hf:bmzi*i : m. Coupant enfuite c g, 
qu*on fuppofe donnée par une fonHion de cd ou de md ^ 
on demande la Courh qui doit pajfer par tous les points g^ 
Des points g & /abaiffons les lignes^ A &/^ perpen- 
diculairement fur le rayon ch r=: a^ faifons c h = x , 
gh xz y ; donc c g zz V^ ( «^ --j- y* ) =s i. Faifons 
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encore Tare fbsisp ^ 9c par conféquent VzrcBm^sim^. 
Nous favons que cof. mp^=i^ 

(Voyez là Gfoméctic). Or les triangles cfk ^ cgk donoenc 
9g: cf: ^ ck: ck , ou i:aii x i cof. pz=: — . Les mê- 
mes triangles donnent { ra :: y : fin. pts:--^ * Jonc enx 

fubftit«.nt .coùmp =^ .(->+W :nr 4-(^jV-r 

donc faifant cof. mp^ssf, muldpltant eofuice p«r Ç » de 
effaçant «<"**> ^ dWifeur commun des deux membres» 

eft un nombre entier (fini) » en élevant les binômes à la puif« 
fance m« les imaginaires difparoStrone» de fubftitqanc à la 
place de q fa valeur donnée en { , & à la place de { fa 
valeur Vl^^^y^)» on aura âiciiement l'équation (finie) 

cherchée. Si /REssi^réquation deviendra — =x*-^>^. Si 
dans cette même (uppoficion nous faifons f k= ^, il eu 

réfultera ij =: ** —y* , ou {* = * \^{x^ —y*) , o« 

( en fubftituani la valeur de {*) ** -f-y* = 4 ^ («*— y*) » 
ou jc* -4- 1 jt* y* -f-y* = ** ** — d* y*, la Courbe de 
cette équation du quatrième degré » eft appellée Lemnijcatt 
( fig« 8o ) « elle eft compofée de quatre branches ^mQ^ 
Apc ^ bUcicb Pe^ égaies & femblables , renfermées dans 
le cercle , dont le ravon = 4 , fe coupant au centre du 
cercle fous un angle demi^^droit : chacune de ces branches 
eft produite par le quart de cercle correfpondant. 

£n fe fervant de la formule du finus » Ac faifant Jm:s2 
fin. mpz^t (fig,7 V ) , on auroit trouvé,en fuppofant m := i & 

r rr i- , onauroît, dis-je, trouvé V = **y ♦ ^^ 
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( ;c* -|-y»)* = xà^xy^ équation qui repréfence une 
ligne du quatrième ordre. 

111. Problemi. Parmi un nombre m de moyennes 
proportionnelles entre a& & , trouver celle du rang n : fup 
polant , par exemple , m = ia&« = 7, trouver lafep* 
tieme de dix moyennes proportionnelles entre a & b. Soit:» 
la première des moyennes proportionnelles , on aura la 

t ,, x^ x^ X"^ ' «■ 

ftrie fuivantc -rr a i x i — :-r...« -*---— .... -- — -i 

m 4-1 

î ■■ ■ = b. Il eft aifé de Toic que les expofants de x 

défîgnent les rangs des moyennes proportionnelles cher* 
chées 5 ainfi celle du rang « eft = ^ -^ ^ . Suppofons 
cette quantité = ^ > nous aurons *» ï= 4»—» j j- or à 
caufe de = b , ***•*■'=: a* ^ , ou en prenant les 



zacines , xs=:am -*• i ^m-i> i 5 donc a:«= tf"» + 1 b^ + ' 



= tf"" * t > aJofi {=tf w+i ^m-+-i. Cette formule 
repréfente la moyenne proportionnelle cherchée. 

Pour en venir à la conftruâioh » élevons les deux mem- 
bres à la puiffance m -f- i , afin d'avoir ^"^ "*- * =: 
^ — n + i b-. Si m eft un nombre impair , en faifant ^'= 

a y , noï» aurons a^'^'^'*'^ b^ cta % y 1 , d'oii 

Ton tire , y 1 = <> 1 ^'*« Si par le .moyen de 
cette équation on peut trouver y , on aura au(C ^ » qui 

eft moyenne proportionnelle entre tf & y. Si — lîl— cfl 

un nombre pair » en employant la même méthode , vous 
cranfporterez la formule à une troxfîeme proportionnelle p 
aux quantités a Si y , comme nous venons de le faire à 
régatd de y , troifieme proportionnelle k a Se ^^ Se aioû 
de fuite jufqu'à ce que nous parvenions à un expofant 
impair. U (ufHra donc de couftruirc la formule dans U 
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fvppofîtion de m -4- l impair. Multiplions-la par !(^ pour 
avoir £'» + *s;=tf'" — »-*"ï^{, l'expofanc m + x fera 

pair 5 faites :^z!sa ay & yous aurez en di!vi£ui«, y~"" 



yi^l > --— ^ — ^tant un nombre entier. Sur 

l'axe tf </ ( fîg, 81 ) décrivez b parabole tf ^ ;i^ de la dernière 
équation que nou9 venons de trouver y\t^ ai feront =± ^ » 
décrivez enfoite la parabole ahm de Téquation :(^ "zzay ^ 
ces deux paraboles fe couperont au point h , duquel me- 
nant Tordonnée Bd , ad ^iz ^ fera la moyenne propor- 
tionnelle cherchée & h d zsz y fera troifieme propor- 
tionnelle aux lignes a $c i, 

113. Problème. Etant donnée la pr^îen dt plu-* 
Jiews lignes en prêgrejjion géométrique , déterminer la fe-» 
conde , enforte que la fomme de là féconde & de la der-* 
mère foit égale à une quantité donnée b. Soie a la pre- 
mière , X la féconde de ces lignes s donc la dernière fera 
i — X, parce que la fomme de ces deux lignes eft = ^. 
Fuifque a eft la première des lignes proportionnelles & 

x^ 
9t la féconde , la troifieme fera -^^ Si on retenoit cette 

a 

cxprefSon dans le calcul 5 rexprelTion de la <|uatrieme 
proporcionnelle renfermeroit la traifieme puiiTan^e d'une 

x^ 

inconnue. Pour obvier à cet inconveaient » je fais — = y 

& regardant y comme la troifienHl proportionnelle , je 
trouve la quatrième , qui peut être exprimée de deux ma« 
nieres , par le moyen des lettres a^ x > y ; favoir paf 

i^ , ou par ^. Faifant enfuite y : — : : — ;.j'=s 
a * X '* a^ # ^ 

9? -y* y* ;f 

— :i- a= -^ , à caufe ii^y^=' — , je trouve la cinquième 
ya^ a ^ a 

r= ^ ; dans ces formules l'inconnue ne fç trouve élevée 

à aucune puiffance au>de^us de la (èconde. Mais fi en re^ 
tenant ces expreffions , nous voulions continuer le cahcut » 
UQus. trouverions des troifiçmcs & quatrièmes puifTanccs. 
Pour les éviter» faîfant la quatrième proportionnelle =S8/^ 
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}'ai la cinquicmc s=a -^ = ^ = ^. U cinquième étant 

fuppoftc =s ç » jç détermine les autres jufqu'à la neu- 
vième , âinfi Qu*on le Toic ici. On peut pottiftf le calcul 
plus loin , en taifant la neuTxemc = x. 
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Venons ikii^intenant à la eonfiruâioa. Si vont fappofès 
que ta cinquième proportionnelle foit la dernière , prenea 

Tcxpreffion ^ qui n*a befoin que d'otfe fubftitution ^ voua 



aurez •?--=: 4 



Z_ — X — jifjouy =A (i — x} j équation à 
une parabole , dont le paramètre s=3 a^ D'ailleurs la fubfti- 
tution dopne — 5= y ou «* s=s 4 y , qui défîgnc une 
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parabole de même paramètre. Prenant le paramètre AB=za 
(fig. «1) décrivez la parabole Ad ^ dont la tangente foit 
Ap , vous aurez la parabole de l'équation ** :=s:ay. Pre- 
nant enfuite.Ac r=: ^ , du point c pris pour fommet , 
décrivez fur Taxe c A la parabole cd àc même paramètre , 
clic coupera la première cnd^ 8c en menant lordoimée dp ^ 
rabfciflc A/> = * fera la féconde proportionnelle cherchée. 
£n e£Fet , la féconde proportionnelle étant x, Ul troifieme 

x^ x^ 

Tcroit — & la cinquième — =:^ — at , par (uppofition ^ 

«l'oii Ton tire x^ = a^, (^h-^^x ). Si Ton prend la valeur 
de y dans l'équation x^ ^=1 a y le qu'on la fubftitue dans 
réquation y* s=: tf. ( i — jc ) , il en réfultcra l'équation 

Si vous fuppofez que la fixieme proportionnelle eft hi 
dernière , vous aurez — = ^ — ;c , ou i* = Aiif — x». 

X 

équation à uii cerde ^ dont le diamètre =^. Premièrement 
décrivez la parabole A ^ ( fig« 8) ) de Téquation x* =» 
^y 9 que donne la fubftimtion ^ les abfciflesx feront fituées 
ibr la tangente A p. Menez les ordonnées p d (y ) per- 
pendiculaires fur Ap, faifant par-tout AB=?tf:A/?(;tf)î: 
^P (y) ''^fp (^)9 ^ faites pafler une Courbe par tous les 
points f. Prenant enfin A c z=i b ^ décrivez fur le dia- 
mètre Ac, le (fcmi-cercle A/cqui coupera la Courbe A M/ 
en un point / qui déterminera Fabfciffc A/ 1= « , féconde 
proportionnelle cherchée. 

L'artifice qu'on vient de mettre en ufage dans ce Pro- 
blême y peut fouvcnt rendre élégances les folutions des 
Problèmes , qui font au-deflus du troifieme 5c du quatrième 
degré. Cet artifice confifte en ce qu'à la place des expref^ 
fions qui , fi elles reftoicnt dans le calcul , donneroknt des 
Courbes au-defltis du fécond ordre , on fubftitue d'autres 
inconnues & ainfien multipliant le nombce des inconnues , 

Jar le moyen des Seâions Coniques , ou des Courbes plus 
levées qu'on décrit en employant ces ferions ^ on trouve 
la folutioii du Problème* Pour que la fohition foit plus 
élégante » il faut avoir attention que le nombre des fobfti* 
lutions & le nombre des inconnues dans la dernière éqaa« 
tion foit le plus petit poOible^ 

V4 
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1 14» Remarque. Poar éviter dans la conftraôion des 
Problèmes les Courbes trop élevées , les Analyftcs ont éta«? 
bli la Règle fuivante : Si le degré de t équation â confi 
^ruire eft un nombre quarré , on doi^ fe fervir de deux 
Courbes „ chacune d^un ordre égal à la racine quarrée de 
tordre de la propofée. Si le degré de la *propofée nefi pas 
quarré , on en retranchera le plus grand quarré ^ ^ fi t'e refit 
4ft égal ou plus petit que la racine de ce plus grand quarré^ 
on emploiera encore de^x Courbes , doru le degré de^ tune 
doit être égal à la racine , le degré de F autre étant plus grand 
dune unités Si le refit efi plus grand que êett€ racine » on 
emploiera deux Courbes , dont le degré de chacune furpaf^ 
fera dune unité la racine de ce quarré ; tùnfi ppur conf^ 
traire , une équation du neuvième degré ^ on emploiera deux 
Courbes du troifieme ordne* Si l'équation efi du onrieme degré, 
en étant de i\ le plus grand quarré 9 , il refiera * <^ 5 
racine de 9. On confiruira donc avec une Courbe du $^ é^ 
une du^ ordre : dans ce cas on multiplie l'équation du 1 1* 
dfgi'é par x==o ( onpe^t aufil la mtiltipler par x ^- o = o) , 
four quelle devienne du i %^ degré. Si t équation efi du ii* der 
gré^ ^'efi I4 même chofe ; m^uis fi T équation eft du i j* , 14* ou 
15* degré f à caufe q^en ôtant 91 fi?^ 1 3 , 14 , i y /^ refte efi plus 
grand que 3 , on fera ûfage de deux Courbes ch^a^i^rut du 4^ ordre^^ 
jyiais enyain on établie une celle règle. ^ fi 011 n'cnftigne 
comment il faut s y prendre pour cela 5 or c eft ce qu'ils 
j(i*eD feignent pas. Bien plus il ne paroîc pas poffibled'ob^ 
fcrvcr cette rça;le. Les équations du lo* & 11* degré (ç 
i;édaifent aa ii^, en multipliant les. premières par x^ = o » 
& les. dernières par x = o. Soit Téquatioa 4u 11* degré 
délivrée de fon fécond terme a:* *-f- ax^^ —J-r b x^ -f- &c 
rr q i en f^ifant jr' = y , nous aurons y^ -h^y' x — f- 
^c. =: o , équation du -quatrième degré. Si l'on fuppofe 
X^ ■:=zy ^ il vient y' -4-<fy***-+- fy*jif-f- &c. = o , qui 
eft aulli du quatrième degré ; ainfi {'on ne peut obtenir 
par cette m^éihode deux Courbes» l'une du troifiemç« Tautre 
du quatrième degré , con^me la règle Texige. Si on avoic 
l'équation 4u i 6^ degré x^ *-f- 4 x^ *+ ^ x^ ^ + &c. = o , 
en faifant x^ =J'» on auroity^ -^^y^ Jf^-f-&c. =»^ 
équation du cinquième degré, C'eft pourquoi par cette mé-» 
thode l'équation du 16* degré ne peut fe cojaftruire pav dctu^ 
^^uacions 4^ ^ , aipii que Texige la règle. 
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D'ailleurs on doit faire plus d*attenrion à la facilité 
âc la conftruâ:ii»n qu*à la (implicite des équations» Se quoi^ 
que réquation à la parabole Toit plus (impie que réquation 
^u cercle , on doit employer celle-ci de préférence j à caufe 
de la facilité de fa defcripcion \ or il arrive fouvçnt que 
des Courbes plus élevées font plus faciles à décrire que 
d'autres moins élevées. Par exemple ^ la conchoide eft une 
Courbe du quatrième degré , plus facile à décrire que plu- 
jGeurs lignes du (roiiieme ordre. Ain(î fans nous mettre ea 
peine de cette régie ^ qousi allons enfeigner à conftruire 
toute équation déterminée par le moyen d'une Courbe de 
même degré que l'équation , & de la ligne droite. Pour cela 
on divifera toute 1 équation par tous les faâeurs du dçrnier 
terme , excepté un (cul qu'on fera = y , on décrira la 
Courbe dont l'ordonnée cft^^y ,' en donnant fucce(fivemenc 
plufieurs valeurs à *. La Courbée étant une fois décrite, on 
mènera parallèlement aux abfci(res une ligne droite à une 
didancç égale à la quantité qu'on a fuppofée = y. L'in- 
terfe^ion dç cette droite avec la Courbe donnera toutçs 
les racines réelles de l'équation propofée. 

115. Exemple. Soit réquation ^^ — la^ x'^ -J- tf^ x 
«*— tf*^ z= o. Divifant tout par a^, faifaqt B zzy & tranf- 

f ofaat , j'ai — ~ — j- jç =: y. Je décris la Courjbe 

de cette équation. Pour cela je prends, ^ B ( fig. 84) pour 
Taxe 8c le point a pour l'origine des x ^ $: fuppofànt 
jr = o , je trouve y = o ; donc la Courbe' rencontre Taxe 
des abfci^fes en a. Suppofant cnfuitc at = + tf , je trouve 
y = o , donc la Courbe rencontre encore fon axe aux 
points c & B déterminés en faifant ac = ah = tf . Si 
Von fuppofc « = i 14 , l'on trouve x==z±^ tj a : on 
peut voir par-là comment on peut trouver tai^t d'autres 
points que l'on voudra de la même Courbe. De /plus le 
?roi(îcme terme du premier membre étant fuppofc une 
ligne d'une grandeur quelconque , les deux autres peuvent 
le con(lruire par la méthode (85») ci-delTus. Suppofant doiu: 
cette Courbe décrite , je mené par l'origine a des abfcifTcs 
9c parallèlement aux ordonnées , la ligne am =i b ^ 8c 
pàrcequc y = ^ eft une équation à une ligne droite pa- 
|:jdliclç à i'aiçe dos x , par k point m je tire m h parallèle'^ 



Digitiz^d by VjOOQ IC 



314 Cours pb Mathématiques. 

ncat ans abfcifles , les lignes mp , mq, mn interceptées 
entre le point m & les points auxquels m n rencontre la 
Courbe , font les xacines réelles de l'équation propofée. 
£n effet » appellant Y les ordonnées, du nouvel axe xn ^ » 

on aora Y=asy-— ^; ot les racines de FéquatLan — r •-* 

s»' 

— j 1- jc = Y = j^ r— i » icpondpnt anz poinçi 

«axquels Yss^ — ^eft=:os donc , ficc. ♦. D^aillents 
fi on prend la yaleor de y dans l'équation y — - ^^ = o» 

le qu'on rubftitae cette takur .dans l'équation -:^-— ' — ir 

-f* X zr^y , on trouvera facilement l'équation propofée^ 

Si on avoit à conftruire l'équation *^ + abx^ -^ 

€ ::zo , on poutroit fuppofer c=sy, 9c fuppoûnt d=ii^ 

taire y == — -^ — ■ ■ j — , ce qui ne change iien, parce 

que l'unité ne divifê pas s or les termes de la féconde éqiia*^ 
tion font faciles à conâxuire pour chaque valeur de x. 

Si l'on fait = r le rayon d'un cercle , & == a le cofinns 
d'un arc ou d'un angle quelconque p 9 Téquatiou r^ az=s, 
16 x^ — 10 r* jf^ H- $T^ X exprimera le rapport qu'il y a 
entre 4 & le cofinns de Tare fubquintaple , ainiî qu'il fuit 
de ce que nous avons dit de la Trigonométrie. Conftrui* 
iânt cette équation par la ligne droite & une courbe du cin- 

3uieme ordre, on trouvera cinq racines s l'une de ces racines 
onnera le coHnus de la cinquième partie de l'arc ^ > les 
autres quatre racines donneront les cofinus ^ arca 

— -.-£: , — ^^ ^_^^ — ^, «étant le quarts 

de la circonférence. A chaque cdfinus il répond deux arcs » 
le finus étant pofitif ou négatif; mais dans les cas parti- 
culiers il n'ed pas difficile de déterminer lequel de ces arcs 
eft celui qu'il faut prendre. Si le nombre des panies daoLS. 



^ Si Taxe mn touchoit la Courbe en un point, il y 
auroit des racines égales , parce que les points de fcâiov^ 
feroitnc cenfés fe coafofî^K e;n ce point* 
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lerquelles on ▼«!€ divifer un arc , n'écoit pas on nombre 
premier , on pourroit divifer ce nombre en Tes fadeurs , 
êc ceux-ci encore en d*autrcs fad^eurs. Par exemple , fi on 
'vouloit divifer un arc donné en 30 parties égales , on 
pourroit d'aboi^l divifer cet arc en 5 parties ^ales , divifaac 
cnfuite chacune de ces parties en i » & chacune de ces deux 
en trois autres parties. Ion auroit l'arc divifé en Reparties 
égales* Mais fi on Touloit divifer un arc en onze parties 
"^ales, il fattdxoic coafttoiie une équation du ouKicme 
^cgré, 

IX ^. RsMARqvx. On peut par la même méthode 
trouver les racines réelles d'une équation numérique. Soit 
réquation x^ — i«' -|- 3 « — 19^ =0 5 faifonsit=3 2, , 
4=3 , c =15» & cherchons enfnite les racines » comme.fi 
a, h^ c étoient des lignes qui «uffeot les rapports des 
nombres auxquels nous avons fuppofé ces lettres égales« 
Suppofan^ que d eft l'unité de ligne ( ce qui eft permis } , 
j*ai d = I, a==x^. Sec, ; & faisant c =:y , je trouve 
les racines de l'équation propofée. Suppofons que les racines 
réelles de cette équation font mp , mq ^ tnn^ les autres 
étant imaginaires , j'applique d fur ces racines y ^ je trouve 
mp zzLxdy mq ziz 6 d , mnz=ii$d ^ je conclurai que les 
> xacines cherchées f«nt x^ 6 ^ t$. 



CouRBss Transcbkoaktes. 

I. JLi£S Courbes Algébriques ou Géométriques ^ 
ainfi que nous Tavons déjà remarqué ci-defïùs , font 
celles dont la nature peut être exprimée par une 
équation algébrique entre les coordonnées x 8c y. 
.Mais^les lignes tranfcendantes ^ qu'on appelle encore 
Tnéckaniques j font telles qu'on ne peut exprimer leur 
nature par une équation algébrique qui contienne 
le rapport des coordonnées. Toute fonâion qui 
n'eft pas algébrique eft tran/cendante. Telles font 
les expreflîons qui contiennent des arcs , des finus , 
Àes coiinus , des tangentes > des fécames ^ des loga« 
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lichmes (du moins des quanckés variables), certaines 
exprelfions qui conûennenc des imaginaires qu'on 
peut changer en des quancicés non-imaginaires , le^ 
exprelfions dans iefquelles un ou i^ufieurs expofancs 
fonc des nombres irradoni^eU, comme fi l'Da avoic 

y xs X . Appeltant y Vordonncc j x l'abfciffe^ 
les Courbes dont la nature eft exprimée par le& 
équations fuivantes font méchaniques ^yziza. cof. x 
(cette expreifion fignifie quejf eft égal i Tare a ^ 
dont le cofinus eft égal à rabfcilïè x);y:=z a^ ûn.^ i 
y=ia. t2ng. X ; y s= a cot. X ; y=il.x i >"« 
/• X* y / défigne le logarithme. Enfin toute équatioa 
qui exprimant la relation des coordonnées n eft pas. 
rationnelle ou ne peut pas être rendue rationnelle ^ 
eft tranfcendante , & rend traafcendante la Courbe 

V 5 V^ 

qu'elle rçpréfcnte^Le^ équarion^y ='x ^j^^^x 

repréfentenc des Courbes tranfcendantes. M. Leib^ 
nitjç^ appelle Courbes interccndautes ^ celles dent 
les variables ont des expofants irrarionnels. Oix 
n^ peut conftruire la Cgi^rbe de l'équadon y =i 

X par aucune voie géométrique. Si nous vou^ 
Ions nous contenter d'avoir |/i par approxima-. 
tion , en metta^it à la place de cecte, quantité 
quelqu'une des fraftions fuivantes | , y , 77 » 
ï7 9 ôcc* on aura à la vérité des Courbes algébri- 
ques : car fuppofant |/i = f , il viendra y :=z xi ^ 
o\x y^ sss ^. Mais ces Courbes feront du j* ,, 
7« , 17*, 41* , &c. ordre ; de forte queV^i ne peut 
s'exprimer exaébement que par une fraétion dont 
le numérateur & le dénominateur foient des nom:- 
bres infiniment grands ; ainfi cette Courbe eft cenfée; 
d'un ordre infini ^ & l'on ne peut la regarder coomiQ 
algébrique. 
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i—>— I ■ I ■ ■ ■ I .1.1 ■■■■ I I • < 

Si on vouloir œnftruire cette Combe , on le 
T>ourroit par le moyen des logarithmes : car les 
logarithmes des^antités égales étant égaux , l'é- 

Îuation y ses: x donne l.y = /. x zz^ ij. x. 
)e ce que Uy 9=:^ t. L x ^ il fuit qu'en multi- 
pliant le logarithme de chaque abfcillè par \/t^ 
on aura le logarithme de l'ordonnée correfpon^ 
dante. Ce logarithme fera connoître l'ordonnée, du 
moins par approximation. En fuppofant les x pofi- 
tifs , h jc = o , on aura j = o j fi of =: 1 , i^on 
aura y =: i . comme cela eft évident. Si x = 1 ^ 
/.j^ = V 2, /. 2=0.4157174, à-peu-près ; donc 
y = 2.^(^5 18<^ , à-peu-près. Si a: = 10 ,^ on aura 
Ly = i.4i42j5t^, à-peu-près ^ &c y ^=^ 25. 95<j , 
à-peu-près. Mais fi on fuppofe x négatif & = 
— I , —2,-3, &c. on ne peut pas définir la 
valeur à^y. 

. Si Ton fuppofe v^f b=: | , l'on a ( — 3)^=31 

|/ — 17 , quantité imaginaire j mais fi vous fup- 

pofez ^2 ==a I , vous aurez ^/(tlirTP , quantité 
réelle \ de force qu^il n'eft pas poflîble de trouver 
les y correfpondants aux x négatifs , parce qu*on 
n'a pas droit de fuppofer v^ 2 égal à une fraâion 
dont le dénominateur foit impair , plutôt qu'à une 
. Ixadion dont le dénominateur foit pair. 

2. Nous avons dit ci-deflTus que certaines expref- 
fions qui renferment des imaginaires pouvoient 
quelquefois fe réduire en des quantités non-imagi- 
naires* Soit X un arc pris dan$ un cercle , dont le 
rayon 8= i , on aura le finus & cofinus d'un arc 
d'une multiplicité p par les formules cof. p. x =z 
{cof.x -+- y/ — I. rir^xY-^jcof.x— ^—i.fin.xf 
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& fin. p X z=i 

x./(-i) ; ^ 

Si Tare x eft fuppofc infiniment petit , en fiippo- 
fant p infiniment grand ^ pour avoir un produit 

fini u , on aura P x saw, xs=-,fin. x=-, Sc 

coi. x:=z\ y parce que le finus d'un arc extrèmemenc 
petit eft cenfc égal à œt arc » tandis que le coC\nu% 
d'un arc infiniment petit eft cenfc égal au co/înus 
d'un arc = o. Subftituant ces valeurs de fin. x Se 
cof. X dans les formules ci-deiTus , nous aurons 

Suppofant c égal au nombre dont le logarithme 
hyperbolique eft = i , nous aurons c^:=l(i + ^\ ^ 
ainfi que nous allons le prouver dans un moment, 
& faifant \z=:u |/(-* i), on trouvera i + ^ |/ (~i) 

= .+l;._fVC-,) = .-ii(. + V(-.))' 

aurons cof. « 



pf , noas 



« 



& fin. a= I7(IIT) ' quantité» 
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réelles , toutes les fois que l'arc «tft réel. En ôtaiit 
les fracbions de ces équations , les ajoutant enfuite » 
tranfpofant » divifant pat 1 > fubfticuant N au lieu 

nie c , & ;>ç au lieu de a , on aura N ^ "^^ 
= coC / î +|/(-** i). fin./? :f ; mais en faifant /? ç=: 

^,onaurair?^(-^)= cof.î^-£i-»/(-0. 

fin. • Si on avoît retranché la féconde équation 

<lc la première , on auroit trouvé N "*" ^IT ^^ ^ 
tss cof. — ^-^ — j/(— i), fin. — ^-^. Ces équations 

nous ferviront dans la féconde Partie de cet Ou- 
irrage (Sedtion 3*n° 190). 

Nous avons fuppofé que c^^aec ^1+; - J ax: 

i H- €i -H ^- ^^ - ')• t^ ■^ F-fr-')-^r-Ot> ^^ ^„ 

' /» i/''^ — 1.3. F* 

effet , puifque p eft fuppofé un nombre infiniment 

grand,/?— 1 =/>, p^xxzp^ &c.; & alors cT" =2 

I -h If •+■ ~ 3H ^ &c j car félon ce que nous avons 

dit dans ks Courbes algébriques (47) c'^ = i + :( 

-+- — .+- -^ &c. Si donc on fuppofé \ un nombre 

négatif , on aura c""^ =1— :f + — — — &c. 
On voit pat-là que les Courbes repcéfentées parles 

équations y s=s ■ . » ic 
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* * 

kv B= , , , font rranf- 

^ iVt— I) 

cendantes \ car la première équation cft la même 
que y 2= cof. X (cof. x dcfigne le cofmus de Tare x' ^ 
la féconde eft la même que y = fin. at. De même I2 
Courbe de l'équation j^= cof. /.a: eft tranfcendante, 
cette expreffion fignifie que j eft égal au coiinus d'uu 
arc égal au logarithme de Tabfcifle x* 

3. On appelle logarithmique une Courbe ^bAbrhti 
(fig, i) , dans laquelle les anfciflès at ^ap y a q &c, 
étant fuppofées en progreffion arithmétique , les or- 
données coirefpondantes font en progreffion géomé- 
trique i ainfi les abfcilfcs correfpondantes feront les 
logarithmes de ces ordonnées. Si l'on prend For- 
donnée a b pour l'unité , les nombres p m ^ qn 
plus grands que l'unité > auront des logarithme^ 
pofitirs j mais les nombres P M plus petks que 
l'unité , n'auront que des logarithmes négatifs ^P. 
11 eft vifible que les P M allant .toujours en dimi- 
nuant , les tf P augmenteront à l'infini \ donc Taxe 
àt^ X eft l'afymptote de la logarithmique , donc Té* 

quatîon eft *• = ^. /. - , / dcfigne le logarithihe 

hyperbolique. Suppofant que c repréfente le nom- 
bre dont le logarithme hyperbolique 53= i j en 
multipliant par /. c = x , l'équation ci-deftus de- 

y X y 

Vient x.Lcsssi b.L- ^ovlt L c sbêb l,- , ou en 

X X 

otant les logarithmes, <:^ = -, ouy =tf,c^. Si 

on fubftitue à la place de x des valeurs 1,2,3 &c. 
en progreffion arithmétique , les valeurs fuccef- 
fives de y feront en progreflîon géométrique. 

4. On 
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4. Ôii peut rapporter aux Courbes qui dcpendenç 
des logarithmes, celles qu'on îlwqIIq exponentielles^ 
parce qu'il entre des expofants variables dans leuç 
équation : Telle eft la œurbe de Tcquation y = x^J 
cette expreflSon indique que les ordonnées font; pro- 
portionnelles aux puillances x des abfcidès x. De cette 
équation on tire l.y z=,x. l. x. Suppofant x = o, on a 
yz=Li'^ Ç\x t=z ijPonajirsŒ i.SiAr;=:i ,^fera= 2.^ 
=4jfîAr=Kj, on a/ =a:*ï= 3^=17 ,&c.Dpnc 
en prenant rabfciflTertcsEsxssati (fig. 2), Ton aura 
y z=: cd:=i\ ^ on fuppofe que les x pris du côté 
de c font pofitifs. Entre a & ç on a at < i j de 

forte qu'en prenanta/j:;: -j , il vient j' 3? --^.Sup-î/ 

pofons maintenant a g se^ -«i« ;r ^ l'on aura y a=s 

jC— ^)""' = (Zfip- Si ^ = - I , on aura j=-i i 

donc en fupppfant^ ^ s=s— i , Ion aura l'ordonnée 
gu s=«w I , & le point u appartiendra à la Courbe.^ 
Si a: = — 1 , l'on a j^ =: ^ j donc à l'abfciire afzz'^2, 
il rcpoijdra une ordonnée poCtive//;? , mais aucune 
liégative. Si l'on fuppofe que les abfcifles ncgarivcs 
aillent en croii^ant félon laprogreflion 1,2,3, &^* 
& qu'on prenne leurs ordonnées infiniment proches 
les unes des autres , l'on aura des ordonnées alterna- 
tivement pofirives & négatives , dont les extrémités 
formeront des deux cotés de l'axe , une infinité de 
points féparés les uns des autres, i^ui ne formeront pas 
une Courbe conrinue, mais qui donneront l'appa-. 
rence d'une telle Courbe \ cette fingularité n*a pas 
lieu dans les Courbes algébriques. Voyons fi ces 
fortes de points ont lieu du, côté des x pofitifs. 

Suppofant X s=s l , Ton a y = ^ , \ dohcàl'ab- 

Tome IL . X . 
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fcifïè aiq = \ y il répond deux ordonnées égales 
àrty ç N , l'une pofitive , l'autre négative j & en 
fuppofant fiicceffivement xzz. 7,^,7,^, &c. J, &c. 
un verra facilement qu'aux fraâions de dénomina-- 
teur pair il répond deux ordonnées , Tune pofitive 
te Fautfe négative , tandis qu'aux fraftions de dé- 
nomihaceur impair il ne répond que des ordonnées 
pôfitives \ donc du côté des x poCtifs y la Courbe 
a âu-deflous de Taxe une infinité de points féparé^ 
les uns des autres. 

5. Venons aux Courbes dans l'équation^ def^ 
quelles il entre quelqu'atc circulaire » ou quelque 
«xpreffion dépendante de cet arc : telle eft l'équa- 

V X 

rion 4 = û fin.— j deforteque l'ordonnée eft propor- 
tionnelle à Tare a dont le fînus eft égal a l'abfcifïe — . 

A câiife qu'au même finus — il répond une infi- 
nité d'arcs , l'ordonnée y fera une fonftïon infinie 
& coupera la Courbe en une infinité de points. 

Soit j le plus petit arc correfpondant au finus ^ ^n\z 

demi-circonférénce, les valeurs dey (en faifant ^= i ) 
feront les fuivantèsJ, n— j, i;7*i-J> j» — j ,4/5^ 
-f-j, J'î — «y, &c. -— /2— ^, *-2/ï-t-«^— î^— ^» 
«— 4 72 4- «y , &c. Prenant donc C ^ B ( fig. } ) pour 
Taxe & le point a pour forigiiie des abfciffes , & 
faifant xzizo ^ les ordonnées y fetont ^ A , ah! y 
&c. ab y ab' y 6cc. Parceque l'af c cor tefpon- 

dant au finus - s= o , eft kss n^ tn^ &c* «— n ^ 

— z/2 , &c. , l'appliquée corréfportdame à Tabfciffe 
aJ? coupe la Courbe en une infinité de points 
niy m\ &c. M , M' , &c. & Ton auf a une iiïfi- 
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*=- ,— _ , 

iiitc d'ordonnées y = Pm:=zt.s ^ P n/ z± i^. {^—^)i 
Sec, dé forte que là Courbe fera compofée d'une 
infinité de portions fembiables. En fuppofânt a B 
5=^ A=/2 , & A=i , les inrerVales pp^ jj feront =i 

i. 72. Si l'on fuppofe xazc^ l'on aura - =: i ; donc alors 

le finus correfpohdant aux point» B & C jfera éga! 
au rayon qu'on fuppofe = î j or le tayon eft le plui 
grand des finus J donc i ax^ à&z x eft terminé aut 
points B & C. 

M'. Ltibnit\ appelle cette Obuirbe ligne desjinus^ 
parce que par fon moyen on trouve aifément le finus 

d'un arc quelconque. En effet puifque t = ^ iîn» i ^ 

on aura réciproquement - = fin* a\ -•. Si gn fup* 

pofe c = i =:= ^C = GB=: 1 , l'abfciflfe a'P^ix fera 
égale au finus de Tarc^ j & fuppofant que j =P/74 
eft l'arc de i6 degrés, tfP fera le finus de lo dc^ 
•grés. 

. Si onfuppoîe ^ == - — ^ |- , oh aura -=cor. a\-\ 

<iiinfi l'on a en même tems la ligne des cofinusi^ 
En fuppofant^ =ii. tang.A; nous aurons Téquation 
d'une courbe tranfcendante qu'on appelle la ligne des 
tangentes. On aura auifi la ligne des cotangéntes en 
faiianc y = cot. a. x ; celle des fécahres en faifanc 
y = féc; ai 3e ; èc celle des c6f*ccantes eii fuppofank 
y = coféci a^ X. . ' 

6. Si on divife là circôilférënce d utt cerclé 
(fig. 4) auflî-bien que fon raydn en uti même nctii^ 
bre dé parties égales , & qu*ayant tiré des 'r^on$ 
i tous les points de divifion de la circonférence , oh 
.prenne fur le rayon ab correfpondant à la première 
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dîvifion , la première partie cmdn rayon , la féconde 
fur le fecoad rayon c e , &c. &c qu'on fafle pallèc 
une Courbe par tous les points ainfî déterminés, 
çn fuppofant qu'on a divifc la criconférence aulE- 
bien que le rayon en une infinité de parties , on 
aura la Courbe c/np/i<î qu'on zpptWc /pirale d*Ar^ 
chimcde* On peut concevoir cette Courbe formée 
par le mouvement d'un point n qui coule fur le 
rayon de c en ^ & le patcoure uniformément , tan« 
dis que rextrcmité g du même rayon parcoure la 
circonférence d'un mouvement uniforme. Si on 
fuppofe que le point g étant de retour tn a onM 
décrit un cercle d'un rayon double c q y 6c que ce 
rayon fafle encore une révolution autour de c, 
pendant que le point n parcoure aq ^ l*on aura 
une féconde fpirale , qui ne fera que la conti- 
nuation de la première j on peut en continuer la 
defcrîption, en fuppofant enfuite un rayon triple, 
&c. Soit le rayon a c =r , la circonférence a hf<L =c, 
l'abfciîïè circulaire ab z=. x ^ l'ordonnnée cm =zy ; 
pckr U propriété de la fpirale , l'on a , c/w : c*:: 
ab\ab ga^ oxxy \ rw'xi c ; àonc c y :=. r^x z telle eft 
réqaation'de cette Courbe. Si on fuppofe c m =^ s 

* r c • 

*- , il eft vifible que abz=:x fera = -= l'arc de 6o\ 

T C 

. Si Ton prend cpz=,y = -, on aura ;r=~=l'arc de i if. 

On peut voir par-là que cette fpirale peut fervir ï 
divifer le cercle en un nombre quelconque de 
parties égajes \ mais la difficulté confifte à décrire 
cette Courbe d'une manière exade. 

Si on fuppofe que j" : /^ : : ^c" : c" ^ on aun 
^«^mg«- r^^x" ^ équation aux fpirales de tous les 
^ei^xes. Ces fpirales font nommées paraboliqua 
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lorfque m Ôc n font des îioinbrès pofitifs, Sc hypet" 
boliqucs lorfque l*un des deux expofants eft négatif, 
&.il eft vifible que fi c , r, :c , j exprimoicm dès 
lignes droites ^ Inéquation feroît aux paraboles daits 
le premiet cas , & aux hyperboles dans le ftcottd 
cas : On fuppofe dans le premier cas que Tan des eî- 
pofans m, ôû n eft différent de Tunixé. En fttppofant 
j72=:-fi,&/î = — 1V& faifanr r x c = 4^ , Tôtt 
aura y.x = û* , équation qui défigne unefpiralc 
hyperbolique ( on la défigne communément par le 
nom dojpirale hyperbolique , ôc nous lui donnerons 
le même nom dans la fuite de cet Ouvrage). Dô 

.. . ii* 

réquaûon y^x z^a^ Ton tire j = — j donc pour 

une autre ordonnée y > Ton aura y' zz -y-^ alnfî 

y : y :: — :—:: - : -7- : I ^ "• ^ ; c*èft-à-dire 

^ *^ X X X X 

<jue dans cette Courbe les ordwinées font en raifon 
inverfe des abfciflès } tnais ces abfci^s 6mt cir- • 
. culaires & proportionnelles i l*angle que décrit le 
point n pondant le iiaouvement du rayon cg. Donc 
dans la fpitale hypetbolique les ordonnées font en 
raifon inverfe des circulations j c*eft-à-dirc ^ que fi 
le raycwi fait deux citcnlations , lordorinée coicref* 
pondante à la prertii^îrê fera double dii rayoi^ cor- 
refpondanc à la féconde j & pat coiiféq^enf le 
rayon correfportdant à un angle fous-double. * fet^ 
double du rayon correfpondant à un angle double. 

^ ■■ . M il i l ' ■ ■ . ' ■ 

-♦ Si 6n imagine un arc de 500 dcgrcs , on peut concevoir 
qu*une ligne a tourné autour du centre de cet arc, de "la- 
nière que fon extrémité a décric cet arc ou an arc égal 
au triple d'un arc de 100 degrés. } c'cft-à*dirc, |>la(ieu£S 
arcs qui valent enfeiable 30O' degrés.. Si l'arc décsk dîk 
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^ Pour décrire les fpirales , il faut trouver la Valeur- 
de l'arc correfpondaiu à chaque rayol^ ^ après quoi 
on les décrira aifément par des poiiits , comme fi 
elles écoient algébriques , Se cela dauiant plus 
cxajftement que Ton prendra dçs valeurs de ces 
^rcs plus exaâes^ 

7. En fuppofant que s repréfente un angle 

3uelconque , ou l'arc qui mefure cet ^ngle pris 
ans un cercle dont le rayon :;i i , la Courbe défi- 

gnée par j =« /2, L, - eft appellée fpirale loga- 

tithmiqut^ Dans cette CouAe (fig.* 5 ) les angles, x 
fiutour du point C , ou les ^rçs pris dans la circoQ- 
férence dont le rayon = i ^ & qui font propordon-. 
|iels aux angles s , font proportionnels aux loga- 
rithmeç des rayons y. Si Ibn luppofe /2 = 1 = û , il 
vient s'=:il*y ; donc en fuppofant .les angles s , ou les. 
arcs dont nous venons de parler en progrçlHon arith- 
métique, les rayons correfpondahti (que je fup-* 
pofe repr^fentés par CA , C /i , CB , &c.) feront en 
. progreffion géométrique. Si C A repréfeute le rayoa 
(que jç fuppofe;= i) dii cercle générateur , il dl vifi- 
ble qu'on pourra prendre fur ce rayou une infinité de 
parriej en progreffion géométrique décroiflante ; de 
ibrte que la Courbe fera une infinité de révolutions 
autour du point C avant de parvenir à ce point. On 
pourra auffi prendre les rayons. C A , ^My &c. en 
progreffion géométrique afcendanie, 
. C'eft une propriété de cett^ Courbe que tous fe^ 
rayons C i» , C /2 font avec elle des angles égaux^ 
Pour le prouver foit l'angkr A C /» c= ^ , le rayon 

^z )<fo* -4- ifto* =z 4^0® , il mcfare un certain nombre 
fj'aoglcs qui valent cnCeinbU 4do<> , & j'appcUc kar fomm^ 
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«pi 



V" 

C »i==y } par réquation de la Courbe, s eft =/2. L. "^ , 

ou — - =iL.^ , ou en multipliant le premier meta* 

hre p^r /. c = I , -7- /. c =3 /, - , & faifant difpa-^ 

roîcreles logarithmes, ci s^- , ou ^ s= « c.'Pre* 
nant enfuite un angle plu$ grand AC/i =:j + a , 

pu aura C n^=^ y^ -^-a.c n z=.a.c^.cn. Du cen- 
tre C avec le rayon Cm décrivant un arc m/ qui 

fera =^tf *, on aura /i/:^: C«'^C/» = tf. c» X 
!!. ' * Il 1/^ xi' 

Donc ç«-mxr=-4 — --4 P-7&C.; ainfî/i/efta 

#^»* ( - H r + *^^t J- P^"^ confccjuenç --j = 

■■ i ■ -=s '■ ■' , '3 en 

u vr iiî II- w- 

— l 4 H — T&ç, i+ — + r &c* 



* Ou k rayon Cm eft à I*aro m /, comme le rayoa I eft à Vzrc 

V 11 
^iiimerurçrangle/niC/sainQiitf ::^: ^^ :=zy u^=^m L 

r r* 

** Npus a^vpi^s vu (t) qac c^ = x -+- {;^ Hr ^— &c. i 
ionç CH fappofant ^ = - , o^gi aura f « = ï + - "T^ 
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jnulripliant le numérateur & le dénoininatear par /i, 
6c les divifant par u. Mais fi l'on fuppofe l'angle 
mCn infiniment petit , la portion mn clé la Courbe 
fera cenfée fe contondre avec la tangente au point /z; 

c eft pourquoi en faifàht /2 / :7/72 : : i : — , on aura là 

tangente de Tangle fait par là tangente de làCouibe & 
le rayon C«, en fuppofânt le finus total =i. Donc fai- 
fant tt = -55-, là tangente de Tângle/Tz nC deviendra 



0.0 I 



ssn -^èissh ; aitifi cet angté 



eft conftant. Si Ton fuppofe a zszii dtt angle fciâ 
demi -droit, parce que la tangente dé 45° eft 
égale au rayon , qu'oh fait ici = 1. Dâni ce caâ 
la fpirale logarithmique eft dite demi-droite. 

8. Si on divife la circtonfërimce d'un quart dé 
cercle abc ( fig. <^ ) eh plufieurs parties égales , 
& qu'ayant mené des poilus de diviuôn i des tayons 
ail Centre du quart de cerde , on divife le ^à^on ab 
en lin même nombre de parties égales atix points 
A , /7 , /: , &c. & que par ces points on mena des 
parallèles au rayon b c jiifqua la rencontre 'des 
rayons bf^ b g ^ ^ j , la Courbe aitn n o ^ qui 
paflè par les points de rencontre , êft àppèllcè qua- 
dratticg de Dinofirate. Par la nature de cette 
Courbe l'arc ^jp eft à la circonférence asc ^ comme 
Tabfcifle a h eft au rayon a h. Faifânt donc Tare 
as z= X ^ la circonférence afc^ia^ rabfcifle 
àh±zy^8ch rayon ab :=:r , l'on aura x latiy : r; 
donc dans cette Courbe on aura rx = ay. Pour trou- 
ver le point où la Cfourbe rencontre le rayon bc^ 
on fuppofera la ligne b k infiniment petite. Tare gc 
fera aiiffi infiniment petit & pourra être regardé 
comme âne partie infiniment petite de la tangent* 
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au point «r, t^gente <pii , pat la proptiété du cetcle, 
èft perpendiculaire au rayon b c. Cela j^ofé lès trian-^ 
gles ktnhhhhsk H b y g hc* donnent ic: ^/i! Igc: 
* i. Maisehfuppofant iâ: Kgne ib infinirhent petite, 
lé jioint n eft cenfé fé cdrtfondre avec le point ; 
de forte que kn zz b o. Efe plus par la ftature de Iâ 
è[uadratrice y gc : kb y/àfc : a b ** j dotic bc dz 
ub î b à II afc : a b ^ ù\x r : bo II a : r ^ d'oà 
Ton tire box a = r* j ou a : r ! : r : ^ o , c'èft*- 
à-dire que ^ o eft troifieme proportioniielle à Iâ 
'circonférence du quart de cercle 6t au îcàyôn ; & par 
conféquent la circonfénènce du quàtt de cercle eft 
troifieme proportionnelle à la ligne bo 6c att rayon. 

GoROXLAiRE. Donc fi on pouvoit ttouver géo- 
métriquelaient le point o , on trouveroit auflî géomé- 
.triquement la longueur du quart de cietcle , & en 
quadruplant l'on auroit la longueur de la circonfé- 
rence entière ; d'où dépend la quadrature du cerw 
cle. Mais oii ne peut trouver ce point géoniétrique- 
ment : car en nippôfant k n înftnitnent proche de 
*c , cette ligne m peut çôupèr le rayon bg lôrf- 
què le point g fe confond avec le point c , parce 
que kn , étant parallèle à ic , eft alors parallèle 
t b g y ou fi l'on veut , parce que k n fe confond 
alors avec ^ b g St bt. 

$. Si on fuppofe que le rayon a b (fig. 7) fe meuvç 
le long de ^ c parallèlement à lui-même , de forte 
qu'il parcoure le quart de cercle adc dans le mètn^ 



* A eatifè des alîgtds droits tn c Se tnk , k âti ah* 
gles alternes iiïternes knb ^ hbc* 

^* (jar a k Se a g éunt des parties rembiabics du rayon Se 
ivt quart de cerck pat U naiture de la Courbe » les rcftcs k b 
Se gc (eront audi dits parties fcmblables du rayon Se dû 
«quart de cercle ; maïs par la nature de la Courbe r : a :i 
ka : dg; donc kh i gc : : f : à , oa gc : kb : ; 4 5 r» 
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cems. que la ligne p m reftanc toujours parallèle i 
icy parcourrei?a k ligne» ai^yàJ^ maai^e que l'on aie 
toujours la circonférence adc du cpirc de cercle: 
ndll ab \ap ^ la Courbe qui'paflera par cpos lef 
points m d'incerfe^on des deux droites fdy,pni^ 
eft appeilép quadratrict de^ Tfçkirnaus , qui Ta in^ 
yentee à Timication de celle de Dinojlrate^ Faifant 
H d c ^=? a y ad :=: x y ap ^=:, y^ y ab ^si r ^ iiou$ 
aurons a :. x : : r : j j doi\c Toii a^ daj^$. cetrç 
Courbe ra;=5iijy<^^ 

Si l'on veut avoir une équation diCérentf^ pouf 
la quadratrice de Tfchirnaus , on remarques^ 
que p m s?f od eSc^ssi fin. x ^ ic que par Té-» 

T X 

quati^n r^CBss flj, lona^=sfl/>= — j donc 
hprzr'm. —, Maïs le trîangte reébngte/? /h ^ dbnn» 
X en fuppofant ^ /» = :f) :(* = (fin. x)* + f r— - K 



ou a* î* :=3 tf \ (fin. x)* + (a r -^ r jc) \ 

. Dans laquadratrice de Di/iofiratc (fig. 6\ ex^ ciran; 

jp i/ parallèle à A c, lWax<f=fin^;ir, 3 ^=p cou jç ^ ficpar 

Véquatîon r a?^ =s ^ ^ , il vient y =: * A = -^ y or k$ 

ttîangles femblables bsdj bii donnent bdiis, :; 

ih: b iy ovL cof. ^ : r : : r -^ -r^ : :{ , en fuppoÊuit 

i i :« î ; donc r e=r .: — ^^* Cependant cette 

équation ne fait point trouver le point o , cai: ene 

faifant xzna y. I'qu aVra. \ . ^. /i= — > équa>^ 

tion qui n'apprend ' tien , ce «qui femblc prouver 

l'impoilîbilite d'avoir le point o* géométriquement, 

;o, Si fuj 1^ dtî^oiçe. a, $ qa hvi. roiilqr ha cçrcla 
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, ^"-^ : : ; : r 

i^'iA:^ ( %. 8 ) qui h touche d'abord au points, co 
point en faifant un tour entiçr décrira par un mon- 
veillent coippofé du rectiligne & dtt circulaire ui^e 
Courbe a t B qu'o|i appelle ciçloïd^ ou roulcttu 
\j2l droiçQ /z 3 fe nompie la hafc , qui eft évideoir' 
ment égale à la circonférence du cercle roulant , 
dont tous les points s'appliquent fuccelîivqmént fut 
cette ligne, La perpendiculaire ft tirée fur le milicju 
. 4e la bafe a B & paflant pat fpn fomlnet f , s*appeUe 
Xaxe. Le cercle roul^mt ^M \ , ou dcr qui eft le 
fncme dans toutes les ijtuaçîon^ , s'appelle le ctxc{c 
générateur. 
, Si le cercle générateur en roulant uniforn^émenc 
eft fuppofé être parvenu dans la fimation dc^^ il 
^ gft vihh|e ^ue tous Içs points dç Tî^rc ç d s'étaqt 
appliaués fucceflîvemen^ fut a ^ , on a Tare dç=, 
a d. Si par le point c on tire cl parallèle à B(r, 
• les arcs f/, i:i/, cotnpriy^ntre lesmemes parallèles, 
feront cvidemniëiit égaux ^ . ^uflî -bien que leurs 
fçordes ., qi^ font également incUnéç^ à la tangente 
coipn^une df/, & par conféquent parallefcs entre 
elles j donc cgfd fera un parallél9gramn:ie & df 
7=^c g. Mai^ la;hafe a.B étant égale i la circonfé- 
rence entière du cercle générateur , {^ moitié af 
doit être égale àlademi-circonférence/^r. D'autre 
. coté l'arc t/ c eft =:;^ (/q?/N^ ; donc 4f^ ^g^g^^S 
ainfi l'ordonnéç çg{y) eft égale à i'abfcifle circi;- 
Jaire^P t^=r^x ; de tor^^juç dans lacyclpïde l'on a 
^= AT. Si Ton fait la demif circonférence /^r=:«z, la 
4eini-bafe ^ b , l'on aura tpu jours b \ ail y i x; 
donc bxz=i ay. Si Ton fuppofe que C : P : ; at : j , , 
pn aura une cycloïde, qu'on appelle allongée lorf- 
que D> C & accqurcie dans leifis contraire j aiioiî 

D X 

l'cauapon dç ces cycloï4es fera^ = — ••> 



Digitized 



by Google 



331 COUK8 DE MATHÉMATIÇUKS. 

L . ■ - 

Puifque les lignes P Q , « î font égades aux ara 
rP , eriy fi Ton mené j r parallèle à PT cangeim 
du cercle, onauraçr = /2P = Qr, & le triangle 
Qrq femblâble à ^ /2 T , fera ifocelle j doncPQ 
s=PT. Mais l'angle DPT extérieur au triangle 
QPTeft double de TQPi donc fa moitié fPD 
( car l'angle T P D a pour mefure la moitié de l'afc 
PrD, &rPDa pour mefure la moitié de r D , 
ou de r P ) eft = T QP ^ donc la tangente QT de 
la cycloïde eft parallèle à la corde correspondante ?c 
du cercle générateur. 

Si l'on veut rapporter le point c de la cycloïde i 
Taxe tfen faifant ck:=y, on remar<^uera que ck(y) 
^=ic g + gk = tP g + g k :=i X + Cm. X. Et pour les 
cycloïdes allongées ou accourdes , Tcti aura y ^ 

~ -f- fin. X 

Remarque. En fuppofant toujours gP t = xSc 

fcc=2y,ÇlVon fzitC :D" :: x" i y\ oviG"y'=i 
>' x^ j, on aura des Courbes que nous appellerons 
cycloïdes de tous les ordres. 

II. Si l'on imagine qu'un fil enveloppant li 
demi-cycloïde rf /« A ( fig. 9 ) fe développe fuccef- 
fivement, en fone que lextrcmité rf de ce fil décrive 
la Courbe dnh ^ il eft évident que chaque parrie 
du fil tendu ( que nous appellerons rayon de la 
développée) eft toujours égale à l'arc correfpondant 
de la Courbe ; que lorfque le point décrivant ék 
arrivé en k aptes tout le dcveioppement du fil, alors 
ce rayon eft égal à la demi-cvcloïde dm A. Il eft 
vifible que l'extrémité du fil ciécrit à chaque inftafit 
tm arc circulaire infiniment petit , fur lequel le 
rayon correfpondant mn e(k toujours perpendîaj- 
laire , Se, que la Courbe d nhed compofée de Taf- 
femblage de tous ces petits lares. De plus le rayon 
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w /i eft toujours tangente à la demi-cycloïde imk^, 
-n'étant autre chofe que le prolongement re6kiligne 
4'un arc infiniment petit (de la Courbe) fitué en /w, 
arc qu'on peut rejgarder comme une ligne droite infi- 
niment petite \ donc par la propriété de la cycloïde 
m /z eft parallèle à la corde dp. Maintenant fi on 
fuppofe que la Courbe dnh eft une demi-cycloïde 
égale à la développée dm Ky on aura mn perpen- 
diculaire à la tangente /z T j or « T eft parallèle ilh; 
ainfi /2^ eft paraflele & égale à /i. Mais l'angle lig 
z:;;zngd eft =^ dp ; donc les arcs pop ylMi (dont 
les moitiés mefurent les angles g dp , lig) font 
égaux^ aufii-bien que leurs cordes ; ainfi / / = n g 
5= dp s=igm ; donc m n lass dp '^ n g elt :=i 
1 dp i c'eft-à-dire , que le rayon de la développée 
^ égal au double de la corde correfpondante da 
cercle générateur j donc la demi-cycloïde eft doublô 
du diamètre du cercle générateur , & la cycloïde 
entière eft quadruple du mènie diamètre. 

Remarque. Nous avons fuppofé que la Courbe 
W/2 A eft une demi-cycloïde égale à la développée 
dm A y or cela eft en effet , car fuppofons que 
dnh e& une Courbe différente , dans ce cas ea 
décrivant une demi-cycloïde qui palIè par le point d 
& dont la demi-bafe loit ûf i = B A , on auroit deux 
Courbes différentes qui auroient le point d com- 
mun & fur lefquelles tous les rayons m n féroient 
perpendiculaires ) or cela eft impoffible : car alors 
tous les petits arcs de ces Courbes fitués fur les 
rayons mn féroient parallèles , & par conféquent 
les arcs fitués en d le féroient aulïiL Mais ces arcs 
fe confondent en d ; donc ils doivent fe confondre 

Sar - tout î donc ces deux Courbes ne font, pas 
ifférentes. 
Corollaire L Nous venons de voir que m ri 
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«tngente de la demi-cyclrfide rf A au point m htovt 
parallèle a là corde dp; donc pour mener une 
tangente à une cycloïde ali point m , Il fuffira, après 
avoir tiré l'ordonnée mv 8c la corde pd^àt mener 
la ligne m n {>arall6le à la corde p d. Donc (fig. 8^ 
pour menet la tangente cA au point c de la cycloïde' 
i/c r B , on tiréifa Tordonnée ^r ^ , la coi'de correiC- 
pondante gt jic la ligne c h parallèle â cette corde 
lera la tangente demandée. Mais l'angle infcric 
fgt appuyé fur le dlataetfe r/, eft droit; donc 
f angle dch dont les côtés font parallèles à ceut 
de f angle /gt^eOt droit aufE , & la ligne de e& 
perpendiculaire fui* la tangente c/u 

CorôllâikeIL Si Ton attache uti corps i 
Pextrcmité M du tayori r M de la développée c B 
^ fig. 10 ) , qa'oh fuppôfe uâe denii-cycloïde , le 
torps M parcourerâ la demî-cyclôïdè B M/pendant 
le développement de la demi-cycloïde ccB. Le 
même corps parcourrera l'autre demi-cycloïde /P A 
J^endant que le fil c/ enveloppera la demi-cycloïde 
çTA. SidonccA& cBfont fuppofées des lame* 
éycloïdales , le pendule cf poUrfa ofcillet dantf 
une cycloïde hf A* 

1 1. Problème. Trouver te temps de ta defcriptïon et un arc 
Quelconque ^f par Un corps M mis in mouvement par fa feulé 
gravité dans un fkUieu fans réfiflahce. Siippofant , comm^ 
On je dimontrc en Méi^hanique , c]tteies temps font » comme 
ks racines \àt% hauteur!î verticales parcourues dans la def* 
cente $ que \t& vî^efTcs acquifes font dans le même rap- 
port j que CCS vîtcflcs font ks mêmes lorfqu ub corps eft 
tombé librcmeht le long d*ûn plan vertical L/', oti d'unf 
plan incliné/^ (ou du plan Coart>e Mf) de même hautearV 
on aura ^(Lf) proportionnelle à la vîteiTe dans gf; & & 
le point g eft ruppofé plus près du point/». ^(L/j.fcr» 
encore proportionnelle à la viteHe dans la nouvelle cordtf 
corrcfpondantc : or les covdcsfg font toujours paraïlclci 
^X arcs ^lémencattes côrrefpondanrs di la cyclo'ide» cfommc 
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«3»n peut ie conclure de ce c[Ue nons Vc&ons de ditt (n) à 
& foot lés moitiés dés arcs MjT; dôtie ce^ irtcelTcs ou les 
V^ ( tf) font toujours les mêmes pour Ic^ points g des 
<t>rdcs gf 8c le$ points M des àtcs corrtrpôndàms. Mais paf 
la propriété Ai cerclt , D/ i gf \ î gfi Lf (Voyez la Géo- 
métrie) ; donc L/=:^m. , ou V(L/)s=wL^ 

>' f ,T^ 7^ , à califc de /M = %fg (n) J donc les vîtcfles 

âkns la cycloïdc M/ font comme les ' ^^^ ,ou(à(caufè 

Je la confiante %^(Df) ) comme les j:/^ c*eft-à-dire , 
fjae les vîtcfles font comme les cordes , ft par conféquenc 
comme les doubles de ces cordes , ou cemme les arcs M/;. 
Jionç les viceflcs Tonc comme les efpaces parcourus 5 ôc 
partant les arcs M/grands ou petits font parcourus en temps 
cgauz^ ce qui eft une belle^propriété de la cycloïde» 

Des Problèmes Mechaniquesï 

• ïj. La foîution dun ProhUwie efl méchanique lùr/qu'tffi 
kmpioieune ou plujicurs Courbes méchaniquts pour le ré-^ 
fpudrt^ 

14. Prob^ Smb I. Etant donnât une ligne a , ert 
èrouver une autre oè qui foit Àja ligne a comme «"> : a. 
Suppofant décrite une logarithmique nBlA { iîgi x) » cher^ 
chez fur cette ligne une ordonnée ab == a , Si une autre 
ordonnée plus petite PM que vous fuppoferez t=r ^^ rz i ^ 
prenez ap en forte que Ton ait Pp : ^ P :: m : i , lor* 
<k>nnéc mp fera la ligne x cherchée. En efiet , par la pro-^ 
priécé de la logarithmique , Fa étant le logarithme de ^ =c 
a* , Vp fera celui de P w ; or P^ ; Ptf ;: m ; i 5 donc 
Vv eft le logarithme de a^=zx ; ainfi la ligne cherchée x 
eft =:= jy#ff. Si m étoit un nombre négatif ^ le point p 
fcroit fitué à la gauche du point Pw 
* 1$, Problème IL Etant donné un demi-cercle t s/^ 
âont le diamètre eft // & le centre C (fîg. S) , on demande 
de trouver un point m hors du demi- cercle ^ d'où ayant 
éAaiffe fur tf la perpendiculaire m p qui rencontre en D ce 
dimi^cercU , la partie m D de cette perpendieulaire foit égalé 
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â rare t D conefpondant , & que le re$angie tp x pm fou 
égal au quarré du rayon t C. Sujpofant la chofc faite , Cok 
tC—a, tv^p ,> « «=y .. lyc t D = *» ^^ «g°c 
mD^=^u; jp fera %a — f. P^r la nature ilu Problème 
ça a I* = « f équation à la cycloidc oïdinairc j de plus 
r • X » m = (^ C/ , ou p. y = tf* , équation à Thy pcrlwlc 
entre fcs afyippiotcs. Supppfant décrite la cycloidc ^ iB, 
je mené le rayon C j «c la ligne / H parallèles à /B , Repre- 
nant les lignes //, /H pour afympiotçs , jç décris parjc 
*point s une hyperbole équilaterc s m qui coupera la cycloïde 
au point chercké. En effet par la propriété de l'hyperbole,/^ 
y^pm, ou tp Xtli = $C X iA = (/C)*, ou p. y 
ç^ a^ l donc » 5cc« 



Surfaces Gourbis, 

t6. XL y a une fi grande connexion entre les Coorbes 
à double courbure & les Surfaces courbes , qae nous ne 
dcYons pas parler des Courbes à double courbure fans avoir 
aoparavantdonné quelques notions fur les furfaces Coutbe& 

Suppofons trois lignes (fig. n ) ap (axe des x), aq 
( axe des y ), les lignes aqiiap font perpendiculaires Tune 
à l'autre , & a r ( axe des (^) , cette ligne eft perpcndiculaiic 
au plan qap^ ic fzi conléquent aux lignes aq. , ap. Le 
plan dans lequel fe trouvent aq &. ap^ fera appelle Zf 
plan des x & des y ', le plan dans lequel fe trouvent a f 
9i ar fera appelle le plan des ^ &. des y ; enfin le plan 
dans lequel (e trouvent ar & ap ^ fera nommé le plan 
des {^ & des X. 

17. T H É o K £ M E. Si on a une équation k trois variables 
X , l ^ y y je dis quelle exprimera toujours une furfate. 
Car en donnant une valeur déterminée à la variable ap = x^ 
cette équation naura plus que deux variables y^ ^x c'cft- 
à-dire, pm de mn ; donc elle exprimera le litu d'une 
ligné droite ou courbe dont pm &.^mn feront les coor- 
données , m n étant fuppofée parallèle à r 4, U pm pa* 
rallcle à a q ; Se comme Ton peut donner à x une infinité > 
de valeurs déterminées & différentes , de maniçre que les 

points 
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points p p p foienc infiniraenc proches , on pourra conce- 
voir une infinité de lignes ^n infinimcnc proches les' 
unes des autres, & une lurface gnhg dans laquelle 
fe trouvent toutes cc^ lignes. 

Si réquation aux trois va'riablek if , y, {cft'dii premier 
degré , en confidéiant x comme un paramètre variable routes 
les lignes g n feront des cjroités femblables ( en regardant Jcs 
quantités x y y &c ^ comme déterminant leiiles le degré de' 
réqua.tion y aiufi que ceJa fuie de ce que uous avons dit fur 
les Courbes algébriques femblables ) ; c'cft-à-dîre , éga- 
lement inclinées aux pniy &c elles feront tourc's 'fituécsXuh 
Une furface plane s mais û x monte aâ fécond degré ,, oo ne 
pourra faire varier «r qu'il n'y aic^ pour aiufi parier ,deuaç, 
param<ît]^es variables à la fois ^ ce qui rendra les lignes g rg 
inégalement iticlinées aUx p m , & quoiqû'oîi les fuppofe. 
droites, lii furface fera (X)irrbc , c'eft-à-dire j n'aura pas 
tous fes points dans un même plan s à plus force raifoa 
^Ue le fera (î les gn font des lignes courbes. 

i8. Problème. Trohxmr T équation de lafur.face étunt 
Sphère dont le centre eji c , & ac h un diamètre placé fur 
un plan donne de pofition cpm ( fig. 1 1 X Ayant pris un 
point quelconque n de la Sphère , abaiffez la pcrpendicu^ 
laire n m-tiit le plan donné cpm y 6c du point m oii cette 
perpendiculaire» rencontre le plan ,. menez mp pcrpendi» 
culaire au diaaietre a B. Faifant .enfuite le rayon de la 
Sphère , ctf=c6=c«±=tf, les variables c p:=^x y pni 
= y ôc mn =z :^ y on aura par la propriété du triangle 
redanglc pmn ^ \pnf ==^y^ -^- ^^ ; mais le triangle rec- 
tangle c np ^ donne ( e n)* = (p n) -f- {cp)^ , ou ^^ =3 
x^ -f-. y^ -f- {^ y équation cherchée. 

19* Problème. Trouver l'équation de la furface dun 
Cône droit (fig; 13 ). Suppofonis .que le côté indéfini c a à^ 
l'angle confiant acp y tourne autour de Taxe cp j le côté a à 
décrira dans ce' mouvejncnt la furface d'un cône droit, 
f)* un point quelconque H de cette furface abaiflfoiisja per- 
pendiculaire nm fur le plan cpm y menons^ m perpendi-a 
culaire à l'axe c/> , & tirons p n. H cfl: vifible que le 
■ ■ • • ^ '• • • A 

'^ c B étant perpendiculaire fur le plan du triangle pnm ^ 
cft nécc/Tairertient perpendiculaire à /? /!• ' 

Tome IL y 
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triangle rcaangle«mi>aonne(f») => "^ ^J.'JJ^ 
S LpoCé le pU« «»« * fc des y . que nous aPP«"««« 
attfli W W4« i* /W* )• Suppofant maintenant que le cofinu* 
Tr^lc a cp ou de fon égal « c p eft = « . & fon finu. 
Ê VTVcauli de pn pcrpindiculairc fur cp, on aura 
,:«:.• .f («) : pn = "^ î ^onc en fubftit««.t. 

tien cherchée. ^ . ^e . . \ 

to P R o B 1 1 M I. Etant donné* une Courbe e a (fig. 14 ) 
*v« /*« «< des aifciff** cB , fesaifciffçs cp == x ,J^ 
^doLes pa^u\ on demande ViqnMion de la [urface 
^ue décrira U Courbe enfournant autour de fon axe cB. 
Prenant un point queUonque « dans cette furfoce , abaiflei 
n m perpendicnUirement fur le plan de la bafc cpa, mcaa. 
mp perpendiculaire à l'axe cB 8c tirez ;»«. Le triangle 
Kaanglepa«donne(/»«)»=(f«)* = «'*=t "Hy .. 

équation cherchée. . - l 1 .j: 

^Conoii-AiRiI. Sila Conrbe eft une parabole ordi- 
naire, dont l'équation foit »x = «S Von aura ** — 
.1 _j_y» , équatio^ de la furfacc du paraboloide «f». Si 
L parabole avoir tourna autour de fa angente au fommet. 

l'équation étant alors «* = tf « , l'on auroit »*= ^ . * 

réquation fcroit ** = «* î» -l-,'*^*- . , . 

CoROiLAiRE II. Si on fait tourner une hyperbole 

équilatere autour d'une de fes afymptotcs , on prendra U 
valeur de»* dans l'équation »* = <»» de cette hyperbole , 

ce qui donnera «* = ^ 5 donc l'éqiiation «hctchée fera 



4* = ç» *V-4- y» « 



Soit la Courbe ca une oarabole ou une hyperbole d'un 
genre quelconque , dont Téquarion eft «•• == tf*— ' Jf * 

Ton aura u — a^^ x'^^u^ = a » * » 5 àotic Té- 

quation fera 4"=" *«• =y* + f • Sî « eft une quan- 
tité pofitive , on aura l'équation de la furtace des para- 
boloïdes de tous ks genres , fi m eft négative on aura 
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ré<)iiati0n de la furfacc d'Uii liypcrboloïdc d'un genre quel- 
conque. Si oa fuppofe a :s=: i , ce quon peut toujours 
faire , on aura x^ ^^= (y^ •+- {^ )"*, 

Corollaire III. L'équation de la cifToïde étant 

»* ==s ( voyez les Courbes algébriques (71) , u re- 

préfénte ici Tordonnée de la ciflbïde ) , Ton aura • - • — 

î= ^^ -|- ^* , équation de la furfa^e du conoïdc ciiToïdal. 

Rbmaxque. Nous avons fuppofé que les coordonnées 
X 8l u étoient perpendiculaires l'une à l'autre $ or c'eft ce 
^u'on peut toujours obtenir dans les Courbes algébriques. 

Corollaire IV. Pour avoir Téquation de la furface 
formée par une Courbe jqui tourneroit autour d'une ligne i 
laquelle les ordonnées lîe feroient point perpendiculaires ; 
ou chercheroit l'équation delà Courbe par rappon à des 
ordonnées perpendiculaires à cette ligne qu'on prendroit 
pour Taxe des x. 

II. Pk^blSmi. Soit propofitt examiner la furftct courbe 
dt l'équatwnUty { = ^^ (fig^ ^ jj, £n ftifant û ?=?: x t= o , 

j'ai ^ 1; = — ► = 09 j or Us lignes y & j fe trouvent dans 

le plan Q ^ R » lequel ne rencontre la furface courbe qu'à 
l'infini 5 c'eft-à-dire , que ce plan cft le plan afymptoii^uc 

de la furface. Faifant * = •© , il vient y ç = ^- = o ; 

d'où l'on tire y =: o & :f = o , ce qui marque que la 
Courbe a. encore pour plans afymptotiques les plans R^r P & 

tf P «• Sappofant « = </ , l'on ayç = -j, ce qui donne 
deux hyperboles oppofées gn , g' n\ dont les afymptoccs 
font mw* , i S , & la puiifance —. La furface a deux par- 
ties égales & femblables » renverfées Tune à Tégard de 
l'autre , & qui contiennent une infinité d'hyperboles ^ que 
l'on (rouve en faifant fucceffivement * = <f , x:s=zd\ &c. 
La première de ces deux parties eft au-deiTus du plan de la 
bafe» fc la féconde aa-deiloas* 

Xi 
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Je fais cnfuitc * négatif & c:= — d ^ ce qui donne 

y j =±= — —, &c parce que cette équation reptéfentc deux 

hyperboles oppofccs h H dcJi'W fituécs fur le plan LM/, 
ayant pour afymptotcs les lignes M N, L/; la Courbe 
a encore dix côté des V négatifs deiîx ptnics égales 
aux premières. En dpnnaiu de, même des valeurs à y Se 
^nfuice à ^ , il ne fera pas difHcilê de trouver les é<juàcion< 
& les Courbes qui en réûltefouc» 

I^E MARQUE. C'eft en donnant fucceflivemcni» dific- 
rentes valeurs à chacune des variables > qu*on peut connoîtr* 
la nature des Coutbes par lefq^elles palTe la furface dont 
on a réquatioQ , ce qui ftflSt a«fl»:pour faire ccsnnoîcrc cette 
furface. Sien donnant à que iaoonnue une.vaUnr négative 
quelconque, il In réfulte. ude équation faufTe, on imagi- 
naire , c eft une marcjue que la futface ne â^étiand pa5 de ce 
coté 5 de même la furfaçe Re y'éienderoit pas du côté d'une 
inconnue poiitive ^ fi toutes les valeurs poiitivcs de cetta 
inconnue prdduifoient une équation fiituiffe ou imaginaire. 
Si la fuppofition de x =£: m donnoit y =: c , la foifacâ. 
auroit pour plan afymptotique un plan parallèle à celui 
des i 8c des x , mais éloigné dé ce plan à une diilance* 
= c. Si au contraire cette fuppofîtion donnoit ,^ = c ^ 
alors le plan afymptotique feroit parallèle au plan de la baf6 
& éloigné de ce plan de là diftanée c. Si <ctte fuppofîtiort 
donnoit une équation entre ^&- y qui exprimât une ligne 
droite, ou courbe , dcorivant ce lieu fur le plan R tf Q desy 
^ des i^ Se élevant deiTos. une furface coixipofée d une 
infinité de perpendiculaires à ce iplan* , cette furfoce feroit 
afymptotique à la furface courbe , qu elle ne rcncontrcioic 
qu*à 1 infini. Si l'équation qui réfulte de la' fappolîtioo de 
X := d y par exemple , donnoit une équation divifible en 
deux , ou plufieurs antres équations qm cxprifneroiciit des 
ligues droites on courbes , alors la furface paflcroit. par ce^ 
lignes tracées fur un plan parallèle à celui dés y & des { » 
comme cela e(t évident. li nr'cft pas diiHcile> de voir 
quen^ faifact ponr chacune des autres variables. , ce 
que nqtù^ .venons de faire pour x , on connoîtra les ligne» 
par lefquelles doit paiTcc la furface courbe y&'par confé* 
quent la nature de cetre furface. Si.réquatibneAdu premier* 
^cgfé j pour coniQioîcre la pofiti^n de cette furface , qui dans 
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ce cas ( 17) eft plane , on fera à la fois deux des variables 
p=:q y il en réfulcera une équation à uae ligne droite, par 
laquelle la furface paiTcra. Faifant eufuice ;= o > une de 
^es variables âc 4:elle qu on avoir confcrvée dans la première 
équation , il en réfultera une autre droite , par laquelle la 
furface doic , paiTer, £n faifant à la fois == o ^ les variables 
qu'on . Q avbic pas fuppofées égales à la fois à o dans les 
deux premières opérations » on aura une troideme ligne , 
par laquelle doit pafler la furface i or connoiûant trois 
lignes iituées dans les plans des i & des y , des i & des x , 
des X 6cd^s y, par lefquelles.paire une furface plane , il eft 
évident qu'on connoît fa pofition. 

COUKTBES A DOUBIE ÇOUR^URB. 

11. \J N £ ligne. courbe > donc tous. les points ne font pas 
iîtués dans le même plan , eft une. li^nt j double courbure : 
telle feroic.la ligne qu'on formeroic en faifant tourner un 
compas fur la furface convexe d'un cylindre , ou d'un cône. 
13. Soit une Courbe à double courbure a a, dont par confé- 
quenc tous les points ne font pas (îtués dans un même plan (fîg. 
16) y ayant pris les trois axes af ,aq ^aB perpendiculaires les 
uns aux autres , par le moyen dcfquels on détermine les 
trois plans des at & des v , des y & des î^y des y & des.-ç pcr- 
.pen dieu la ire s l'un à l'autre , d'un point quelconque n, de la 
. Courbe je tire n m perpendiculaire fur le pian des ;c 6c des y, 
par le point m je menç mp, perpendiculaire à ap , je fais 
»ot:;p=^, mp =;zy , ^pz=;:x ; i^ foriq que les. variables 
[y y y ^ feront les coordonnees.de la Courbe propofée. 
Si l'on a deux équations entre ces coordonnées , on pourra 
déterminer la nature de la Courbe : car en éliminant i^ par 
le moyen de ces équations , il en réfultera une équation 
entre y & x qui déterminera la pofition du point m fur le 
plan qa p des x 8c des y , & tous les points m déterminés 
par l'équation entre » Si y donneront la Courbe a mf ^ dans 
laquelle fe trouvent cous les poi-nts m correfpondants' à 
tous les points n de la Courbe à double courbupe. La 
Courbe a ttij G& appellée la projeéiion de la Courbe 4/1 fur 
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le plan des xëcicsy"". Poar avoir la projeâion de la CourBe 
a n fur le plan des y & des {» on dininera x, & l'^qaarion entre 
{ & y qai en réfulcera, donnera la Courbe cherchée. En élîmi* 
nanty on aura la projeâion fur le plan des {& des x. Une feule 
projeâion ne fuflic pas pour faire connoitre la Courbe ani 
mais ti pour cous les points m ( iuppof^és connus par la nature 
' de la Courbe ^ m ) on connoit les perpendiculaires m non les ^ 
corrcfpondants , on pourra conûruire la Courbe a n^* or pour 
cela il fuffit d*avoir une équation entre i^x,o\x encre {&y, 
ou entre i, y Bc x. Dans le premier cas étant donnés 
ap = X t on pourra trouver { ; dans le fécond cas étant 
donnes p m oti y ^ ^n aura { > & dans le croifieme étant 
donnés x Se y , on aura ^ ; donc étant donnée la pro- 
jeâion d*une Courbe à double courbure a n fur le plaa 
des y & des x , avec la projeâion de la mépac Courbe fur 
le plan des y & des i » on aura pour chaque valeur de 
y=:p,m 9 la valeur correfpondante de r =:m a. Il en fera 
de même , fi au lieu de la projeâion fur le plap des y Se 
des { , on a la projeâion fur le plan des x 6c àcs ^t 
car alors pour chacjue a p Ton a le ^ ou mn correfpon- 
dant 3 ainfi on pourra décrire la Courbe a n. De plus 
û fur tous les points de la projeâion am/^ on élevé des 
perpendiculaires indéfinies pour avoir une furface cylin- 
drique indéfinie ** , & que de tous les pointr de la pro- 
jeâion fur le plan des j' & des { , ou des x & des ^ on élevé 
des perpendiculaires à ces plans , les furfaces cylindriques 
qui en réfulteront , fe rencontreront évidemment dans des 
points qui formeront la Courbe à double courbure a n. 
Donc fi Ion a une furface dans laquelle foie conteiKie 1» 
Courbe à double courbure , la furface cylindrique élevée 
fur la projeâion de cette .Courbe tracée fur un des plans 
ilon'c nous venons de parler , rencontrera la' furface en des 
points qui appartiendront* à la Courbe à: double courbure. 
On peut voir par là comment Tintcrfeâion des deux furfaces 
peut donner une Courbe à double courbure, 

* Il faut concevoir a q perpendiculaire z apn 
** Nous entendons ici par furface cylindrique , une fur- 
face quelconque qui enveloppe un folide- d'une groflcur 
uniforme y dans toute fa longueur, que nous, appellerons 
cylindre ^ \U dont la circonférence de la bafe peut eue 
yne ligne difierente de la circulaire. 
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14. Problemb. Etant données deux furfac^s courbes qui 
êfit Us mêmes axes & Us mêmes varïabUs pour coordonnées , 
trouver la Courbe à doubU Courbure qui en fera la feHion ,• 
cefi-à'-dire ^ dans laqueUe une furface rencontrera C autre. 
Le Problème fe réduit à trouver dcpx des Courbes de pro-> 
je^ton de Ja Courbe à double courbure fur deux plans per- 
pendiculaires l'un à l'autre : car les cylindres ^ élevés fur ces 
projetions, formeront, pat leur rencontre, la Courbe à 
double courbure cherchée s mais pour trouver ces projetions » 
il fuffit de s*y prendre comme nous venons de le dire. 

if. Exemple I. Soit propofé de trouver la Courbe à 
double courbure qui eft la fedion d'un paraboloide & 
d'un cône droit qui a le même femmct , mais dont les 
axes font perpendiculaires l'un à Tautre 5 ces axes (ont pour 
le paraboloide celui des x ^ & pour le cône celui des y. 
L'équation de la furface du paraboloide eft (10) a x =jr^ -j-^ 

{» 5 mais celle de lafarface du cône fera -^- y* =«*+{% 

an lieu de — j-** = y* -4- ^* (15») > parce que préfimtc- 

ment les x font à la place des y^ Prenant la valeur de [^ 
dans réquation de la furface du paraboloide , & la fubfti- 
cnanc dans celle de la furface du cône , on aura l'équation 

— ~ — «y* = tf jf -|- af* , qui donne une hyperbole pour 

la Courbe de projeâion. far le plan de la bafe. En fubfti- 

tuant la valeur de y^ dans l'équation de la furface conique , 

,. «* 4' n* -h «* » . j 

1 on aura — -• ax — x* = . z > qui donne une 

Ellipfe pour la proje£bion fur le plan des x & des {. Âinfi 
la Courbe à double courbure eft celle qui a pour Courbe 
de projeâion fur le plan de la bafe une hyperbole • & pour 
Courbe de projcé^ion fur le plan des x & Acs ^ une £lhp(è. 
%6. Exemple IL Soient deux (urfaces courbes ayant 
les mêmes aies , défîgnées par les équations y^ =:i^x^ Se 
M^:=zyxy_ on demande les équations des projetions de 
la Courbe à double courbure , qui Cctoit la fc^ion de ces 
deux furfaces. Prenant la valeur de ^ dans la féconde équa- 
tion 5c la fubftituant dans la première , il vient x> sssay^ ^ 
équation de la Courbe de projeâion fur le plan de la bafc. 

Y4 
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Prenant enfuite la valeur de x dans la même équation & la 
fubditu^Qt d^ns la première, il viendra j^'^ = — -^ , ou 

y 

y^ === 4* ^3 ^ pour réquation dç la Courbe de proicdion 
fur le pUa des ^ & des {. En fubdicuant la valeur de y 
daos la première équacioa. Ton aura x^ = a^ ^ pour la 
Courbe dç projedion iur Iç plan des x & des {. 

27. R £ M A R Q y ç I. On peut voir par- là que pour con- 
poître une Courbe à double Courbure , il faut avoir au 
moins deux équations qui renferment à elles deux \z% troî$ 
variablçs x , y , ^ j; de forcç que les équati<>ns d'une Courbe 
\ double courbure fonç celles de fcs Courbes deprojeôion 
jfur deux plans perpendiculaires l'un à l'autre. 

x8. B,£MAi^QUE n* Si ayant une Courbç à double 
courbure 3ç unç furfacç courbe , on veut fâvoir Çi la Courbe 
peur être déccicç fur cette fui face , il fùfHt de fubflicuer 
d'abord la v;^leur d'une de« inconnues , ^ enfuite la valeur 
de l'autre inconnue , prife de l'équation d'une des Courbes 
de proje^ion ^ dans l'équation de la furface s pour vo|r 
s'il en réfuhera {es équations des deux ancres Courbes Je 
projeâion. 

1^. Remarque III. Si Téquaiion dHine des Courbes 
de projeâion , que donnent les équations des deux furfaces 
courbes , dont rintcrrçdio^i qft fuppoféç une Courbe à 
double courbure , eA fauiïe ou imaginaire , comme fi Ion 
trouvoit x*-t-y* 3= — r tf* , du V (»*+>''*) =:? V^ ( — ^■) % 
c'e(è une marque que les fur faces ne fe coupent pas. Si ia 
projedipn fe réduit à un point , les furfaces ne fe touche- 
ront qu'en un point. Si l'équation de projedion a un fac- 
teur du fécond degré, dont les racines foiçnc imaginaires > 
on aura un poiw >conj[Mgué j ç'eft-àrdire , que les furfaces 
fe tQuc|ifron| en un point .'qui appartiendra à la Courbe à 
double couïbu.re. Si l'équation a. deux fadeurs firoplcs réélis 
& 'égaux , ks- furfaces (e toucheront daos, une ligne droite. 
3i l'équation a -pluficufs faveurs non- (impies égaux, en 
égalant à Q un de ces fa<acuçs qui fera au (uoins du fécond 
degré , on am:a la proie(Sion dç la .^igne de contaû, Si qn 
doiuoit q^ UH^ Courbe dont on -q les équations à<^ trois, 
Courbes d©- projection fût pl^ne ,. en prenant l'équation 
f<U0C«ik iu frçwHpr 4çgrc à %\^\% vw.^bjcjs; ( qui (17) dj^-i 
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ligne une furfacc plane ) tfAr-f-Ay-f-c^-f-^ = b, on 
fubilitucroit fucceliivemenc la valeur de chacune des deuK 
variables prife des équations d'unç des Courbes de projec- 
tion , pour Yoir s'il en peut rcfuker celles des deu? autres 
Courbes , ou bien des écjuations qui s'y puillent réduire en 
changeant U valeur des letçrcs cpnftantes de l'équation, 
générale ci-d^fliis. Si cela arrive , la Courbe cft plane } 
4ans le cas contraire elle eft à double courbure. 

}o. Problème. Etant données Us équations des trois 
Courbes de projeElion ^une Courbe à Rouble courbure , décrire 
cette Courba, {.'équation de la Courbe de projeélion fur le 
flan de la bafe étant donnée , on décrira cette Courbe 
a m { fig. 17 ). Sur cette Çourbç , coinme bafe , on élèvera 
une furface cylindriq^ue perpendiculaire ^u plan de la bafe > 
à chaque p m {y) en élèvera le ;;; , ou mn correrpon- 
dant y dont on déterminera la valeur par l'équation entrç 
ç & *, ou par l'équarion entrey le ^ , & l'on fera palTcr par 
tous les points n , la Courbe à double courbure demandée* 
Il n-eft pas difficile de voir qu on pourroit fc fcrvir des 
autres Courbes de projedion fur les deux autres plans , ce 
qui n*a p^s befbin d'un plus grand détail. Si une certaine 
valeur dctf/?==ji:,ou de p m ^=1 y , donnoit ^ ima-r 
ginaire , le point corrofpondanr n fcroïc imaginaire > c'eft^ 
a-dire , qne la Courbé feroit interrompue dans cû point* 
Mais s'il en réfultoit une valeur négative de ^ , dans ce cas 
il faudrqit tirer m n au-deffous du plan de la bafo 

51. ProblImb^II. 0/z propofe £ examiner Is Courbe à 

double cçurbure , dont tes Courbes de projedion font fur 

le plan de la bafe une cijfoîde dont A c efi Caxe y A le 

fommet , a le diamètre du cercle générateur , & fur le plan 

des y & des ^ une hyperbole équilatere & dont les afymptote^ 

font A r, A Q, 6» dont la puijfance'efi=sza^ (fig. 18). L'on auru 

x^ 
par conféqucnt les équations y^ = & 4*=^^, 

X ^ X a^ 

ou y =•' V ; T — r-^ & r P3s — . Suppofant x=o^il vient 
■^ y {a — x) ^ y 

y= o &ç==: — =:oo5 donc la Courbe à double cour^ 

. (jùre nç rencontre l'axe des { qu'à Tinfini ; c'eft-à-dire , que 
ççt ^c lui çfl: afymf rpte. Faifanc ciifuite ;c ?=: â , oq a 
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^e=5eo,8c{= — =3sas de fone que Is Courbe à doa« 

Wc courbure a pour afymptotc c A: , qui cft rafymptotc 
même de la ciuoxde. x augmentant , ^ augnience aufO » 
mais ^ diminue & la Courbe va en defcendanc depuis 
rafymptote A r , jufqu à rafymptoce c A: , en s'éloignant 
à l'infîni de l'axe Ac ; 3c parce que y a deux valeurs égales , 
Tune pofitive, lauire négative , & aue la négative donne 
une valeur négative pour ^ , la Cou;W à double courbure 
« encore une autre branche jS, égate & femblable à Ia 
précédente N/i , mais en deflbus du plan de la bafe. Les 
Itfymptotes de cette branche font les prolongements Ag, c k 
des afymptotes' de l'autre branche. 

5 1. Si Ton fubftitue la valeur de y » prife de Téquatioo 

#* =:y ç , dans la prenmre y^ == , pour avoir la 

troifieme Courbe de projedion dé(ignée par Téquàtioii 
a^ — a^ X = x^ (^ , Ton trouvera encore deux autres^ 
branches. Aicû pour avoir toutes les branches d'une Courbe 
à double courbure , il faut la confidérer en employant Tes 
trois Courbes de pro'ieâion. Si les ^ correfpondanrs aury^ 
négatifs , par exemple , étoient imaginaires , la Courbe i 
double courbure o'auroit aucune branche du côté de ces j^. 

33. Problsme. Soit propofée d'aeaminer la Courue 
s double courbure ( fig. i^) ^ qui a pour Courbe de projec-m. 
tion fur le plan de la bafe , une parabole dont ap foie taxe^ 
a le fommet , 6» le paramètre :±=: b ; & par conféquent Nqua^ 
tion y^ = ^ « , / £• pour la Courbe de projcflion fur le plan, 
raq y la Courbe de l'équation b^ ç* .= y* -f- b^ y*. Sup- 
pofant X = a , l'on ay = o,&{[=o; donc la CoorW 
paffe par le point a. Toutes les valeurs qu'on donne à x ea 
augmentant , font augmenter celles de y 8l àc [; donc U 
Courbe à double courbure va toujours en montant îufqa'è 
l'infîni : car en fuppofant jc =rr 00 , on trouve {; infini » 
aufH-bien que y y & parce que les équations y^ ssshx y ota 

y=tV{}x)^b\^=y^^y^ b^ ou< = Hh|,/(y24.i») 

donnent une valeur pofitive & une négative égale? ( l'une 
pour y , l'autre pour ^ ) , la Courbe à double courbure eft 
compoféc de quatre parties égales Se femblable$,.{itaées far 
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la furface cylindrique élevée ,Ci^ la parabole mag^ deux 
far la partie ramt ^ l'une au deiTus , l'autre au delTous dit 
plan de labafe j 3c deux de même fur Tautre partie ragt, 
La Courbe de projcdlion fur lé plan rap , feroit une 
hyperbole équilatere j donc le fommet feroit en a , Taxe 

.4ip,Siïc centre en c diftant de ^i de la quantité — • 

2. 

34, Remarque* En tirant lalignc4i»=*V'(Ar*-f-y*), 
on aura am:=is^; de forte qu'en prenant toujours mn=^ 
am , on coaftruira &cilcmcnt la Courbe à double courbure* 

35. Problème. Soit enfin propofé ^examiner & de 
décrire la Courbe à double courbure qui a pour. Courbes de 
frojeBion fur le plan de la bafe , la parabole de réquatiên 
ax ^=y^ f & fur le plan des x 6» des ^ la tranfcendante 
;j = «, /. tf a: { fig. 10 ). En fubftituant la valeur de x 
prife d^ns la première équation , on trouve ^ == n. ly^ = 
xn.Ly^ pour la Courbe de projedion fur le plan des y 
& des {. Cherchant ( dans les tables ) pour chaque ap = x 
la valeur de Lax {en fuppofanr , par exemple , a = 10 » 
^ = 10 , /z = 5 , on aura ç == 3. /. 100. = 3. t = 6 ) , 
on trouvera aifémcht les :;; correfpondants aux différentes 
abfcifTes a p, Faifant palfer une Courbe par tous les points 
n ainiî trouvés , la Courbe à double courbure T n , dé- 
crite fur la furface cylindrique élevée fur a m perpendi- 
culairement au plan de la bafe , fera d'autant plus exadb 
qu'on aura pris les ^ plus proches les uns des autres. Au 
lefte Ton ne pourra avoir fort fouvent que des valeurs ap- 
prochées (le { , parce que les logarithmes des tables ne font 
la plupart exaÂtqu a- peu-près. M^is parce que x augmentant 
à l'infini , fon logarithme va toujours en augmentant » la 
Courbe à double courbure s*éIoigne à l'infini du plan, de 

.la bafe & du point T. A caufe de « 2= 10» fi Ion fait 
tf ^=^ , Ton aura /. ax^=^L i = 05 donc la Courbe 
T n rencontrera la parabole au point T , extrémité de l'or- 
donnée ^T. Et parce que les logarithmes Lax correfpon- 
dants ï x^ba font négatift , & que /. o = — 00 > la 
Courbe n T defccndra au-delTous du plan de la bafe en. 
s'approchant toujours de l'axe des ^ prolongé , qui fera 
fon afymptote. Si l'on prend les y négatifs , l'équation 
i;= ;t n /. y devient alors t= % nL — y ; or le logarithme 
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4 une quandti négative cft imaginaire ^ $ âooc l'a Courbé 
n'a point de branches du coté des^ ordonnées négatives /^^. 

*• En effet , parce que le logarithme de la racine cdb 
h moitié de cehii du quarré j on doit avoir £ ^ Q — z) » 

-ou i(— i)â=s:i/.^^i , faîfqae — i eft le qnarré dt 
V ( — i ^^ ^' V^(~"i) Çft imaginaire j donc f /. r- i cft 
au/îi imaginaire. Soit fbppofé A — tf =ç, on aura /.(^—i^)* 
c=a/. — ii=rx^; mais /. (— ^ )* = /. ii* = i /. ^ , qaai^ 
ticé réclk s d'où il parmt futvre que la quantité réelle / s 
& U quantité imaginaire {^ feroient les moitiés de la même 
quantité fécUe /. a^ : de forte qu'un nombre poarroit avoir 
deui moitiés « Func réelle , l'autre imaginaire ^ pac 

cooféquent le nombre a anrcât également pouc moitiés ^ 
^ t ^-/^-^i. Bn «fiet le double de - efts=: 4 , ac^k doobk^ 

de -+/. — leftsrrrf -f-%/. — ia=4 +/. f^— x>*=*. 

+ /, I = « -^ Q » à caufe de /^ i =:so. A cette occafioa 
I OQ pe^t remarquez que + i — i =;= — - L — i ; ca^ 

, =rr "i^^^ 5 donc /.. i = /. i K L , (pat 

la nature des logaittbmes ) = Ot-^ /• -^ i ec-^ /. «^ i . Pour 
sépondre a cette difficulté^ fuppofons ^ =: /. ^ « en muitv- 
pliant le prbmier membre de cette équation par /. c , c étant 
le nombre dont le Ic^arichme hyperbolique =zs i , Fon a » 
^. /. c = /. 4 S chaflànt les logarithmes , il vient c^ = « , 

Qu tf = I -f- ^ -f- :^ -+- JL. -4- ^ç. ( ,, ). jyiaîs danji 

cette équation { aura à Tinfini un expofant infini , & ea 
tranfpofant ^ dans le fécond membre , il viendra o ss- — i» 

-f- I -+- î -H ^ &c. , équation qui donne une inÇ-^ 

nité de valeurs pour ;^ :s=s i. a ; mais rien n*empêche dt 
fuppofcr qu*cntre ces valeurs il n*y en a qu'une ftule 
de réelle ; donc rien n'cmpcchc non-phis de fuppofer 
qu'un nombre a puifTé avoir une infinité de logarithmes > 
dont ua fcul eft réel , les autres étant imaginaires î ainfi m^ 
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36. Remarque. Les Courbes à double courbure peu* 
vcnc écre a^ébriques , ou trânfcendances. Elles font trantl 
ccndantes fi coûtes leurs Courbes de proje<^ion ne font 
pas algébriques ; Inais ellcl^ feront algébriques fi toutes 
leurs Courbes de projeâion font algébriques. 



inSaie nombre ;ie peuc^voir qu'un feul logarithme tabu- 
laire réel î car" on trouve le logarithâie tabulaire d'un 
nombre en multipliant le logarithme hyperbolique de ce 
nopibre par un nombre réel. Il paroît même qu'on doit 
pUciidre une valctir dé ç imaginaire pôur le nombre /. -+- ^ 
:=: Lii^ y ^-^^a réfulte de — ^ X — ^. Car alors /. ^* =r 
i.-/. — b; or /. — ^ eft imaginaire ; donc dans ce cas /. + 4 
cft imaginaire , ce qui cft un paradoxe aficz fingulier* Si l'un 
vouloit que les logarithmes des quantités négatives^ ou ceux 
des quantités potitivcs^qui réfuiccnt d^une quantité négative 
multipliée par ellc-mi^nle , fulfcnt réels & égaux à. ceux des 
<]uaotii:és poficivcs égales , la Courbe de la fîg. 20 auroit 
4a côté des y négatifs deux parties , Tune au^delfus » l'autre 
au-deiTous du plan de la Afe. 
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